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Μάκθςθ Κατανομϊν Πικανότθτασ και 
Ομαδοποίθςθ 



Μάκθςθ κατανομισ πικανότθτασ 
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 Σε όλθ τθν ανάλυςθ μζχρι τϊρα ζγινε ςιωπθρά θ παραδοχι ότι 
γνωρίηουμε τθν κατανομι πικανότθτασ P(x|Ci) για κάκε κλάςθ Ci.  
Πρακτικά όμωσ, ςυχνά, αυτό δεν ιςχφει. 

 Συνικωσ διακζτουμε μόνο  K  δείγματα x1, x2, …,  xK από τα οποία 
πρζπει να «εκτιμιςουμε» (βλ. να «μάκουμε») τθ ςυνάρτθςθ P(x|Ci). 
Αντιμετωπίηουμε, δθλαδι, το γενικότερο πρόβλθμα τθσ εκτίμθςθσ 
μιασ κατανομισ πικανότθτασ. 

 Αν το x παίρνει μόνο διακριτζσ τιμζσ τότε θ εκτίμθςι μασ είναι ςχετικά 
εφκολθ: 

 
 Ka = το πλικοσ των δειγμάτων όπου x = a,  

 K = το ςυνολικό πλικοσ των δειγμάτων 

 Μεγαλφτερο ενδιαφζρον ζχει το πρόβλθμα όταν το x μπορεί να πάρει 
ςυνεχείσ τιμζσ. 

𝑃 𝒙 = 𝒂 𝐶𝑖 =
𝐾𝑎

𝐾
 



Η μζκοδοσ του ιςτογράμματοσ 
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 Ασ δοφμε κατ’ αρχιν τθν απλι περίπτωςθ όπου επικυμοφμε να 
εκτιμιςουμε τθν κατανομι μιασ απλισ μεταβλθτισ x (όχι διάνυςμα x). 

 Μέθοδοσ του ιςτογράμματοσ (histogram): Χωρίηουμε το διάςτθμα [–
Μ,Μ] όπου παίρνει τιμζσ το x ςε Β ίςα τμιματα που καλοφνται κελιά. 
Το μζγεκοσ του κάκε κελιοφ είναι V=2Μ/Β. Μετράμε πόςα δείγματα Ki 
πζφτουν ςε κάκε κελί. 

 Η ακολουκία Κ1, ..., ΚΒ λζγεται ιςτόγραμμα.  Η εκτίμθςι μασ για τθν 
πυκνότθτα πικανότθτασ μζςα ςτο κελί i είναι ςτακερι και ίςθ με 

 

 

 Πλεονεκτιματα τθσ μεκόδου:  
 Απλότθτα 

 Δεν απαιτείται να υποκζςουμε ότι θ κατανομι ανικει ςε κάποια 
οικογζνεια κατανομϊν (πχ. τισ Γκαουςςιανζσ, ι άλλεσ) 

 

 

𝑝 𝑖 =
𝐾𝑖

𝐾𝑉
 



Η μζκοδοσ του ιςτογράμματοσ 
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 Μειονεκτιματα 

 Μθ ςυνεχείσ τιμζσ. Όχι ομαλι μετάβαςθ από κελί ςε κελί 

 Κακι ποιότθτα εκτίμθςθσ 

 Εξάρτθςθ από το πλάτοσ των κελιϊν. Δεσ παραδείγματα 

Ιςτόγραμμα κανονικισ 
κατανομισ από K=2000 
δείγματα. 
 
       = ιςτόγραμμα 
 
       = κανονικι κατανομι 



Η μζκοδοσ του ιςτογράμματοσ 
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Η μζκοδοσ των παρακφρων 
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 Συλλζγουμε K δείγματα  x1, x2, …,  xK 

 Για κάκε δείγμα xi τοποκετοφμε μια ςυνάρτθςθ που καλείται 
«παράκυρο», πχ. τθν Γκαουςςιανι, κεντραριςμζνθ ςτο ςθμείο 
αυτό και με πλάτοσ h (αυκαίρετο), δθλαδι 

 

 

 Συνολικά θ εκτίμθςι μασ για τθν κατανομι πικανότθτασ είναι 

 

 

 Αν τα δείγματα είναι διανφςματα  x1, x2, …,  xK  τότε απλϊσ 

𝑤𝑖 𝑥 =
1

ℎ 2𝜋
exp −

(𝑥 − 𝑥𝑖)
2

2ℎ2
  

𝑝  𝑥 =
1

𝐾
 𝑤𝑖 𝑥 

𝐾

𝑖=1

=
1

𝐾ℎ 2𝜋
 exp  −

(𝑥 − 𝑥𝑖)
2

2ℎ2
 

𝐾

𝑖=1

 

𝑤𝑖 𝒙 =
1

ℎ 2𝜋
exp  −

 𝒙 − 𝒙𝑖 
2

2ℎ2
  



Η μζκοδοσ των παρακφρων 
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Για κάκε δείγμα     x(k)  βάηουμε ζνα  

Γκαουςςιανό παράκυρο         

κεντραριςμζνο ςτο δείγμα αυτό.  

Στο τζλοσ αφοφ βάλουμε όλα τα παράκυρα για όλα τα δείγματα,  θ εκτίμθςι μασ 

είναι ο μζςοσ όροσ, δθλαδι ακροίηουμε όλα τα παράκυρα και διαιροφμε δια Κ (το 

πλικοσ των δειγμάτων και των παρακφρων επίςθσ). Το πλάτοσ των παρακφρων h 

είναι αυκαίρετο και το ορίηει ο χριςτθσ. Παίηει ςθμαντικό ρόλο ςτθν ποιότθτα τθσ 

εκτίμθςθσ και τθν ομαλότθτα τθσ καμπφλθσ εκτίμθςθσ. Δεσ παραδείγματα  



Η μζκοδοσ των παρακφρων 
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h=0,01 h=0,04 

h=0,1 
 = Εκτίμηςη 
        = Πραγματική κατανομή 
Όςο μεγαλϊνει το h τόςο πιο ομαλι 
είναι θ καμπφλθ εκτίμθςθσ. 
 
Μειονζκτθμα: Δυςκολία εντοπιςμοφ 
του βζλτιςτου h. 



Αν θ κατανομι είναι Γκαουςςιανι... 
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 Αν γνωρίηουμε εκ των προτζρων ότι θ κατανομι είναι Γκαουςςιανι 
τότε τα πράγματα είναι αρκετά απλά: μποροφμε να εκτιμιςουμε όλεσ 
τισ παραμζτρουσ τθσ κατανομισ, δθλαδι τθ μζςθ τιμι και τθ 
διαςπορά, μζςα από τα δείγματα. 

 Αν  x: αρικμόσ: 

  

 Κατανομι: 

 

 Εκτίμθςθ μζςθσ τιμισ: 

 

 Εκτίμθςθ διαςποράσ: 

 

 

 

𝑝 𝑥 =
1

 2𝜋𝜎2
exp −

(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2
  

𝜇 =
1

𝐾
 𝑥(𝑘)

𝐾

𝑖=1
 

𝜎 2 =
1

𝐾
 (𝑥 𝑘 − 𝜇 )2

𝐾

𝑖=1
 



Αν θ κατανομι είναι Γκαουςςιανι... 
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 Αν  x: διάνυςμα διάςταςθσ n: 

 

 Κατανομι: 

 

 Εκτίμθςθ μζςθσ τιμισ: 

 

 Εκτίμθςθ πίνακα διαςποράσ: 

 

 Βαςικό μειονζκτθμα: ςυνικωσ δεν γνωρίηουμε εκ των προτζρων το 
είδοσ τθσ κατανομισ. Αν το γνωρίηαμε, τότε υπάρχουν αντίςτοιχεσ 
φόρμουλεσ εκτίμθςθσ των παραμζτρων για όλεσ τισ γνωςτζσ 
κατανομζσ (Gauss, Poisson, Bernoulli, Εκκετικι, Rayleigh, Βιτα, 
Γάμμα, Maxwell, Δυωνυμικι, κλπ) 

 

 

 

𝑝 𝒙 =
1

(2𝜋 ∙ det(𝚺))
exp −

1

2
(𝒙 − 𝝁)𝛵𝚺−1(𝒙 − 𝝁)  

𝝁 =
1

𝐾
 𝒙(𝑘)

𝐾

𝑖=1
 

𝜮 =
1

𝐾
 (𝒙 𝑘 − 𝝁 )(𝒙 𝑘 − 𝝁 )𝑇

𝐾

𝑖=1
 



Αν θ κατανομι είναι μίγμα 
Γκαουςςιανϊν... 
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 1 Διάςταςθ: 

 Η κατανομι είναι το άκροιςμα 
m Γκαουςςιανϊν κατανομϊν. 

 Κάκε κατανομι ζχει το δικό τθσ 
κζντρο μi  και τθ δικι τθσ 
διαςπορά ςi

2. 

 Κάκε κατανομι από τισ m 
περιγράφει μια ομάδα (cluster) 
προτφπων Gi 

𝑝 𝑥 =  𝑃(𝐺𝑖)
1

𝜎𝑖 2𝜋
exp −

(𝑥 − 𝜇𝑖)
2

2𝜎𝑖
2  

𝑚

𝑖=1
 

𝑃(𝑥|𝐺𝑖) 



Αρχικοποίθςθ: 
 

Ο αλγόρικμοσ Expectation Maximization 
(EM) για 1 διάςταςθ 
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    Για κάκε επανάλθψθ  e=1,…,MAX   { 
 
        Για κάκε πρότυπο  k=1,…,K  { 
              Για κάκε ομάδα  i=1,…,m   { 
 
              } 
        } 
        Για κάκε ομάδα  i=1,…,m   { 
 
 
 
 
 
        } 
    } 
 
 
 
 

𝑃  𝐺1 = ⋯ = 𝑃  𝐺𝑚 =
1

𝑚
,   𝜇 𝑖 = 𝜏𝜐𝜒𝛼ί𝛼,   𝜎 1 = ⋯ = 𝜎 𝑚 = 1 (𝜋𝜒. ) 

 

𝑃 𝐺𝑖 𝑥𝑘 =

1

𝜎  2𝜋
exp  −

(𝑥𝑘 − 𝜇 𝑖)
2

2𝜎 𝑖
2  𝑃 (𝐺𝑖)

 
1

𝜎  2𝜋
exp  −

(𝑥𝑘 − 𝜇 𝑗 )2

2𝜎 𝑗
2  𝑃 (𝐺𝑗 )𝑚

𝑗=1

 

𝜇 𝑖 =
 𝑃 𝐺𝑖 𝑥𝑘 𝑥𝑘
𝐾
𝑘=1

 𝑃 𝐺𝑖 𝑥𝑘 
𝐾
𝑘=1

 

𝜎 𝑖
2 =

1

2

 𝑃 𝐺𝑖 𝑥𝑘 (𝑥𝑘 − 𝜇 𝑖)
2𝐾

𝑘=1

 𝑃 𝐺𝑖 𝑥𝑘 
𝐾
𝑘=1

 

𝑃  𝐺𝑖 =
1

𝐾
 𝑃 𝐺𝑖 𝑥𝑘 

𝐾

𝑘=1
 



Ο αλγόρικμοσ EM 
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 Επαναλθπτικόσ αλγόρικμοσ. Εκτιμά (μακαίνει) όλο και 
καλφτερα τισ παραμζτρουσ P(Gi), μi, και ςi

2 όςο 
προχωροφν οι επαναλιψεισ. 

 Δυςτυχϊσ δεν υπάρχει εγγυθμζνθ ςφγκλιςθ ςτισ 
ςωςτζσ παραμζτρουσ. Μερικζσ φορζσ ο αλγόρικμοσ 
κάνει λάκοσ. 

 Προχποκζτει ότι γνωρίηουμε το πλικοσ m των 
Ομάδων. 

 Η αρχικοποίθςθ παίηει ςθμαντικό ρόλο 



Αν θ κατανομι είναι μίγμα 
Γκαουςςιανϊν... 
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 2 Διαςτάςεισ: 

 Η κατανομι είναι το 
άκροιςμα m Γκαουςςιανϊν 
κατανομϊν. 

 Κάκε κατανομι ζχει το δικό 
τθσ κζντρο μi και πίνακα 
διαςποράσ  Σ = ς i

2Ι. 

 Κάκε κατανομι από τισ m 
περιγράφει μια ομάδα 
προτφπων Gi  (cluster) 

 

 

2011 

𝑝 𝒙 =  𝑃(𝐺𝑖)
1

2𝜋𝜎𝑖
2 exp −

 𝑥 − 𝜇𝑖 
2

2𝜎𝑖
2  

𝑚

𝑖=1
 

𝑃(𝒙|𝐺𝑖) 



Αρχικοποίθςθ: 
 

Ο αλγόρικμοσ EM για 2 διαςτάςεισ 
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    Για κάκε επανάλθψθ  e=1,…,MAX   { 
 
        Για κάκε πρότυπο  k=1,…,K  { 
              Για κάκε ομάδα  i=1,…,m   { 
 
              } 
        } 
        Για κάκε ομάδα  i=1,…,m   { 
 
 
 
 
 
        } 
    } 
 
 
 
 

𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘 =

1
2𝜋𝜎 𝑖

2 exp  −
 𝒙𝑘 − 𝝁 𝑖 

2

2𝜎 𝑖
2  𝑃 (𝐺𝑖)

 
1

2𝜋𝜎 𝑗
2 exp  −

 𝒙𝑘 − 𝝁 𝑗 
2

2𝜎 𝑗
2  𝑃 (𝐺𝑗 )𝑚

𝑗=1

 

𝑃  𝐺1 = ⋯ = 𝑃  𝐺𝑚 =
1

𝑚
,   𝝁 𝑖 = 𝜏𝜐𝜒𝛼ί𝛼,   𝜎 1 = ⋯ = 𝜎 𝑚 = 1 (𝜋𝜒. ) 

 

𝝁 𝑖 =
 𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘 𝒙𝑘
𝐾
𝑘=1

 𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘 
𝐾
𝑘=1

 

𝜎 𝑖
2 =

1

2

 𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘  𝒙𝑘 − 𝝁 𝑖 
2𝐾

𝑘=1

 𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘 
𝐾
𝑘=1

 

𝑃  𝐺𝑖 =
1

𝐾
 𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘 

𝐾

𝑘=1
 



Ο αλγόρικμοσ EM για 2 διαςτάςεισ 
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      Για κάκε πρότυπο  k=1,…,K  { 
  
 
 
 
       } 
       Για κάκε ομάδα  i=1,…,m  { 
 
 
 
 
 
 
       
        } 

Αρχικοποίθςθ: 
 

𝑃  𝐺1 = ⋯ = 𝑃  𝐺𝑚 =
1

𝑚
,   𝝁 𝑖 = 𝜏𝜐𝜒𝛼ί𝛼, 𝜎 1 = ⋯ = 𝜎 𝑚 = 𝜏𝜐𝜒𝛼ί𝛼 

 

𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘 =

1
2𝜋𝜎 𝑖

2 exp  −
 𝒙𝑘 − 𝝁 𝑖 

2

2𝜎 𝑖
2  𝑃 (𝐺𝑖)

 
1

2𝜋𝜎 𝑗
2 exp  −

 𝒙𝑘 − 𝝁 𝑗 
2

2𝜎 𝑗
2  𝑃 (𝐺𝑗 )𝑚

𝑗=1

 

𝝁 𝑖 =
 𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘 𝒙𝑘
𝐾
𝑘=1

 𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘 
𝐾
𝑘=1

 

𝜎 𝑖
2 =

1

2

 𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘  𝒙𝑘 − 𝝁 𝑖 
2𝐾

𝑘=1

 𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘 
𝐾
𝑘=1

 

𝑃  𝐺𝑖 =
1

𝐾
 𝑃 𝐺𝑖 𝒙𝑘 

𝐾

𝑘=1
 



Άςκθςθ-3 
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 Υλοποιιςτε τον αλγόρικμο EM για μια διάςταςθ ςε 
MATALB 

 Χρθςιμοποιιςτε το ακόλουκο <link> ςετ δεδομζνων 
και τρζξτε τον αλγόρικμο 

 Προαιρετικά: Υλοποιιςτε τον αλγόρικμο EM για δφο διαςτάςεισ ςε 
MATLAB 

 Χρθςιμοποιιςτε το ακόλουκο <link> ςετ δεδομζνων και τρζξτε τον 
αλγόρικμο 

 



Γιατί ειναι ςθμαντικά τα μίγματα 
Γκαουςςιανϊν; 
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 Αποδεικνφεται ότι με ακροίςματα Γκαουςςιανϊν μποροφμε να 
προςεγγίςουμε οποιαδιποτε ςυνάρτθςθ κατανομισ με όςθ ακρίβεια 
κζλουμε! 

 Αρκεί να ζχουμε πολλζσ Γκαουςςιανζσ... 

 Πόςεσ Γκαουςςιανζσ ομάδεσ απαιτοφνται ; Ποια είναι θ τιμι του m ; Η 
απάντθςθ δεν είναι εφκολθ (και βαςικά άγνωςτθ!) 

 Μειονεκτιματα: 

 Ο αλγόρικμοσ EM απαιτεί τθ γνϊςθ του m. Πάντωσ αν χρθςιμοποιιςουμε 
αρκετά μεγάλο m ζχουμε καλι πικανότθτα να προςεγγίςουμε 
οποιαδιποτε ςυνάρτθςθ κατανομισ. 

 Ο αλγόρικμοσ EM μπορεί να μθν βρεί τθν καλφτερθ δυνατι λφςθ αλλά κάτι 
κοντά ςε αυτι... 

 Θζμα τιμϊν αρχικοποίθςθσ. Ποιεσ τιμζσ να δϊςω;;; 

 



Ομαδοποίθςθ (Clustering) 
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 Στθ γενικι περίπτωςθ μια κατανομι αποτελείται από μια ι 
περιςςότερεσ μικρότερεσ ομάδεσ κατανομϊν οι οποίεσ μπορεί να 
είναι Γκαουςςιανζσ, αλλά μπορεί και όχι.  

 Το πρόβλθμα τθσ ομαδοποίηςησ (clustering) αφορά ςτον εντοπιςμό 
των ομάδων (κζντρα, διαςπορζσ, κλπ) αλλά και ςτθν απόφαςθ για 
κάκε πρότυπο ςε ποια ομάδα ανικει. 

 Αν οι κατανομζσ των ομάδων είναι γνωςτζσ, δθλαδι όλεσ οι ομάδεσ 
ακολουκοφν, πχ. τθν κατανομι Poisson, τότε μποροφμε να 
εφαρμόςουμε τον αλγόρικμο EM (εφαρμόηεται για οποιαδιποτε 
κατανομι ομάδων, όχι μόνο για Γκαουςςιανζσ ομάδεσ, αλλά δεν κα 
μποφμε ςε λεπτομζρειεσ...) 

 Τι γίνεται όμωσ αν δεν γνωρίηουμε τισ κατανομζσ των ομάδων; 



Ο αλγόρικμοσ Κ-μζςων (K-means) 
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 Ο αλγόρικμοσ αυτόσ δεν υποκζτει κάποια 
ςυγκεκριμζνθ ςυνάρτθςθ κατανομισ. 

 Θεωρεί γνωςτό το πλικοσ  m  των ομάδων (clusters) . 

 Θεωρεί ότι κάκε ομάδα Gi αντιπροςωπεφεται από 
ζνα κεντρικό ςθμείο ci (κζντρο) 

1. Κάκε πρότυπο xk ανικει ςτθν ομάδα Gi τθσ οποίασ 
το κζντρο βρίςκεται πιο κοντά ςτο xk  

2. Το κζντρο ci  είναι ο μζςοσ όρων των προτφπων που 
ανικουν ςτθν ομάδα Gi 

 



Ο αλγόρικμοσ των Κ-μζςων 
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Ο αλγόρικμοσ Κ-μζςων 
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Δίνονται:  Τα πρότυπα x1, x2, …, xP , το πλικοσ κζντρων K 

Ζξοδοσ:  K κζντρα c1, c2, ..., cK 

    Αρχικοποίθςε τα c1, …, cK ςε τυχαίεσ τιμζσ. 

    Επανζλαβε { 

     Για κάθε πρότυπο i = 1, …, P  { 

  Βρεσ το κοντινότερο κζντρο cj ςτο xi 

  label(i) ← j  } 

     Για κάθε κζντρο k = 1, …, K  { 

  ck ← μζςοσ όροσ των xi τα οποία ανικουν ςτθν κλάςθ 
 k,  δθλαδι για όςα i: label(i) = k } 

    } Μζχρι να μθν υπάρξει καμία αλλαγι ςτα κζντρα c1, …, cK  

 



Σφγκλιςθ του αλγορίκμου 
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 Δεν υπάρχει εγγυθμζνθ ςφγκλιςθ αλλά ςυνικωσ τα 
αποτελζςματα είναι καλά ζωσ πολφ καλά. 



Άςκθςθ-4 
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 Υλοποιιςτε τον αλγόρικμο k-means ςε MATLAB 

 Χρθςιμοποιιςτε το ακόλουκ ςετ δεδομζνων <link> 


