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Στατιςτικά Μοντζλα και ο Κανόνασ του 
Bayes 



Ο κανόνασ του Bayes (προφ. Μπζιη): 
Κυμόμαςτε τισ πικανότθτεσ 
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Θ πικανότθτα ωσ κλάςμα επί ενόσ ςυνόλου: 

Παράδειγμα:  Ζςτω 

 Ω = το ςφνολο όλων των ανκρϊπων του κόςμου 

 Ν = το πλικοσ των ανκρϊπων (= πλικοσ ςτοιχείων του Ω) 

 A = το ςφνολο των Αςιατϊν 

 ΝΑ = το πλικοσ των Αςιατϊν (= πλικοσ ςτοιχείων του Α) 

 Αν επιλζξουμε ςτθν τφχθ ζναν άνκρωπο Χ (δείγμα) τότε 

 

 

 Γράφεται: 

 

𝛱𝜄𝜃𝛼𝜈ό𝜏𝜂𝜏𝛼 𝛸𝜖𝐴 =
𝛮𝐴
𝛮

 

𝑃 𝐴 =
𝛮𝐴
𝛮

 



Ο κανόνασ του Bayes: 
Ειςαγωγι ςτισ πικανότθτεσ 
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 Θ πικανότθτα P (Α) είναι το ποςοςτό των Αςιατϊν επί του 
ςυνόλου όλων των ανκρϊπων. 

 Δεςμευμζνη πιθανότητα: το ποςοςτό επί ενόσ 
υποςυνόλου του Ω 

Παράδειγμα:  Δεςμευμζνθ πικανότθτα να είναι κανείσ 
Αςιάτθσ δεδομζνου ότι είναι Βουδιςτισ. Ζςτω 

 B = το ςφνολο των Βουδιςτϊν 

 NB = το πλικοσ των Βουδιςτϊν (= το πλικοσ των ςτοιχείων 
του Β) 

 Αν τϊρα επιλζξουμε ςτθν τφχθ ζνα δείγμα X από τουσ 
Βουδιςτζσ (όχι πλζον από όλον τον κόςμο), τότε... 

 



Ο κανόνασ του Bayes: 
Ειςαγωγι ςτισ πικανότθτεσ 
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 Γράφεται: 

 

 ΝΑ∩Β = το πλικοσ των ςτοιχείων τθσ τομισ των ςυνόλων Α και Β, 

 δθλαδι το πλικοσ αυτών που είναι και Αςιάτεσ και Βουδιςτζσ 
ταυτόχρονα. 

 

 

 

 

 

 

 

Ω 
Α 

Α∩Β Β 

𝛱𝜄𝜃𝛼𝜈ό𝜏𝜂𝜏𝛼 𝛸𝜖𝐴 𝜇휀 𝛿휀𝛿𝜊𝜇έ𝜈𝜊 ό𝜏𝜄 𝑋𝜖𝐵 =
𝛮𝐴∩𝐵
𝛮𝐵

 

𝑃 𝐴 | 𝐵 =
𝛮𝐴∩𝐵
𝛮𝐵

 



Σθμαντικι Παρατιρθςθ 
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 Οριςμόσ: 

 Ονομάηουμε P(A,B) τθν πικανότθτα να ιςχφει Α 
και Β. 

 

 Τότε ςφμφωνα με τα προθγοφμενα 

 

 

 

 

𝑃 𝐴 | 𝐵 =
𝛮𝐴∩𝐵
𝑁

𝑁

𝛮𝐵
=
𝑃(𝐴,𝐵)

𝑃(𝐵)
 

𝑃 𝐴,𝐵 = 𝛱𝜄𝜃𝛼𝜈ό𝜏𝜂𝜏𝛼(𝛸𝜖𝐴 𝜅𝛼𝜄 𝑋𝜖𝐵) 



𝑃 𝐴   𝐵) =
𝑃(𝐴)

𝑃(𝐵)
𝑃 𝐵   𝐴) 

Ο κανόνασ του Bayes 
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 Οπότε, ςφμφωνα με τα προθγοφμενα... 

 

 

 ...και προφανϊσ: 

 

 οπότε 

𝑃 𝐴 | 𝐵 =
𝛮𝐴∩𝐵
𝛮𝐵

 

𝑃 𝐵 | 𝐴 =
𝛮𝐴∩𝐵
𝛮𝐴

 

𝑃 𝐴   𝐵)

𝑃 𝐵   𝐴)
=
𝛮𝐴
𝛮𝐵

=
𝛮𝐴
𝛮

𝛮

𝛮𝐵
=
𝑃(𝐴)

𝑃(𝐵)
 



Ο κανόνασ του Bayes 
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Παράδειγμα: 

 Ν = 7∙109 (ο πλθκυςμόσ τθσ γθσ) 

 ΝA = 3,8∙109 (ο πλθκυςμόσ τθσ Αςίασ) 

 ΝB = 0,40∙109 (ο πλθκυςμόσ των Βουδιςτϊν) 

 NA∩B = 0,35∙109 (το πλικοσ των Αςιατϊν Βουδιςτϊν) 

 Αρχική Πιθανότητα (Prior Probability) να είςαι Αςιάτθσ: 

 

 

 Αρχικι Πικανότθτα (Prior Probability) να είςαι Βουδιςτισ: 

 

 
 

𝑃 𝛢 =
𝛮𝛢
𝛮

=
3,8 ∙ 109

7 ∙ 109
= 0,543 

𝑃 𝛣 =
𝛮𝛣

𝛮
=

0,4 ∙ 109

7 ∙ 109
= 0,057 



Ο κανόνασ του Bayes 
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Παράδειγμα (ςυνζχεια): 
 

 

 Σχόλιο: το 87,5% των Βουδιςτϊν είναι Αςιάτεσ 
 

 

 Σχόλιο: Το 9,2% των Αςιατϊν είναι Βουδιςτζσ. 

 Κανόνασ του Bayes: 

 

 

 Επαλικευςθ: 

𝑃 𝛣 | 𝛢 =
𝛮𝛢∩𝛣
𝛮𝛢

=
0,35 ∙ 109

3,8 ∙ 109
= 0,092 

𝑃 𝛢 | 𝛣 =
𝛮𝛢∩𝛣
𝛮𝛣

=
0,35 ∙ 109

0,4 ∙ 109
= 0,875 

𝑃 𝐴   𝐵) =
𝑃(𝐴)

𝑃(𝐵)
𝑃 𝐵   𝐴) =

0,543

0,057
𝑃 𝐵   𝐴) = 9,5 ∙ 𝑃 𝐵   𝐴) 

0,875 = 9,5 ∙ 0,092 



𝑃 𝐴 = 𝑎 | 𝐵 = 𝑏  

Γενίκευςθ του κανόνα Bayes 
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 Ο κανόνασ ιςχφει γενικά ακόμθ και αν οι τυχαίεσ μεταβλθτζσ A 
και B αφοροφν αρικμοφσ και όχι ςφνολα. Για παράδειγμα, 
μποροφμε να ορίςουμε τθν δεςμευμζνθ πικανότθτα 

 

 όπου 

 Α = θ αξία του χρυςοφ ($ ανά ουγγιά) 

 Β = θ αξία του αργφρου ($ ανά ουγγιά) 

 Γενικά: Θ πικανότθτα θ μεταβλθτι A να ζχει τθν τιμι a 
δεδομζνου ότι θ μεταβλθτι B ζχει τθν τιμι b γράφεται: 

 

  

 

 

𝑃𝐴|𝐵 𝑎   𝑏) =
𝑃𝐴(𝑎)

𝑃𝐵(𝑏)
𝑃𝐵|𝐴 𝑏   𝑎) 



Γενίκευςθ του κανόνα Bayes 
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 Ο κανόνασ ιςχφει ακόμθ και όταν οι τυχαίεσ μεταβλθτζσ Α, Β 
είναι ςυνεχείσ (όχι διακριτζσ). 

 Στθν περίπτωςθ αυτι ορίηουμε τθν πυκνότητα πιθανότητασ 
(probability density function)... 

 

 

 ...και τθν δεςμευμζνη πυκνότητα πιθανότητασ: 

 

 

 Κανόνασ Bayes: 

 𝑝𝐴|𝐵 𝑎   𝑏) =
𝑝𝐴(𝑎)

𝑝𝐵(𝑏)
𝑝𝐵|𝐴 𝑏   𝑎) 

𝑝𝐴(𝑎) =
𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑎 < 𝐴 < 𝑎 + 𝑑𝑎)

𝑑𝑎
 

𝑝𝐴|𝐵 𝑎   𝑏) =
𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑎 < 𝐴 < 𝑎 + 𝑑𝑎   𝐵 = 𝑏)

𝑑𝑎
 



Χριςθ του κανόνα Bayes ςτθν 
αναγνϊριςθ προτφπων 

2011 Μθχανικι Μάκθςθ - Κ. Διαμαντάρασ 11 

 Γενικά, ςτο πρόβλθμα τθσ αναγνϊριςθσ προτφπων 
καλοφμαςτε να επιλζξουμε μια κλάςθ Cj  ςτθν οποία 
κεωροφμε ότι ανικει ζνα πρότυπο Χ με δεδομζνο το 
διάνυςμα χαρακτθριςτικϊν x του προτφπου αυτοφ. Θ 
επιλογι μασ γίνεται μζςα από Ν πικανζσ κλάςεισ 

 C1, C2, …, CN . 

 Οριςμόσ: Εκ των προτζρων πιθανότητα (a priori  
probability)  

 

 Οριςμόσ: Εκ των υςτζρων πιθανότητα (a posteriori  
probability)  

 

𝑃 𝑋𝜖𝐶𝑖  | 𝒙  

𝑃 𝑋𝜖𝐶𝑖  
Πριν δοφμε το διάνυςμα 

χαρακτθριςτικϊν x 

Αφοφ δοφμε το διάνυςμα 
χαρακτθριςτικϊν x 



Μζγιςτθ εκ των Υςτζρων Πικανότθτα 
(ΜεΥΠ) 

2011 Μθχανικι Μάκθςθ - Κ. Διαμαντάρασ 12 

Η μζθοδοσ τησ Μζγιςτησ εκ των Υςτζρων Πιθανότητασ 

 Ζςτω ότι γνωρίηουμε τισ εκ των υςτζρων πικανότθτεσ    
     για όλεσ τισ κλάςεισ Cj  ... 

 τότε θ καλφτερθ απόφαςθ κα είναι να επιλζξουμε τθν 
κλάςθ j που δίνει τθν μζγιςτη εκ των υςτζρων πικανότθτα, 
δθλαδι... 

Επιλζγω τθν κλάςθ Cj  για τθν οποία 

 

 

 Maximum A Posteriori (MAP) estimator. 

𝑃 𝑋𝜖𝐶𝑖  | 𝒙  

𝑃 𝑋𝜖𝐶𝑗 | 𝒙 > 𝑃 𝑋𝜖𝐶𝑖| 𝒙    𝛾𝜄𝛼 ό𝜆𝛼 𝜏𝛼 𝑖 ≠ 𝑗 



Μζγιςτθ εκ των Υςτζρων Πικανότθτα 
(ΜεΥΠ) 
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 Συχνά, θ εκ των υςτζρων πικανότθτα είναι δφςκολο να 
υπολογιςτεί. Ωςτόςο χάρθ ςτο νόμο του Bayes, μποροφμε 
να ποφμε ότι 

 

Επιλζγω τθν κλάςθ Cj  για τθν οποία 

 

 

 Ι ιςοδφναμα (αφοφ απαλείψω τον παρονομαςτι P(x)): 

 

𝑃 𝒙 | 𝑋𝜖𝐶𝑗  
𝑃(𝑋𝜖𝐶𝑗 )

𝑃(𝒙)
> 𝑃 𝒙 | 𝑋𝜖𝐶𝑖 

𝑃(𝑋𝜖𝐶𝑖)

𝑃(𝒙)
   𝛾𝜄𝛼 ό𝜆𝛼 𝜏𝛼 𝑖 ≠ 𝑗 

𝑃 𝒙 | 𝑋𝜖𝐶𝑗  𝑃(𝑋𝜖𝐶𝑗 ) > 𝑃 𝒙 | 𝑋𝜖𝐶𝑖 𝑃(𝑋𝜖𝐶𝑖)   𝛾𝜄𝛼 ό𝜆𝛼 𝜏𝛼 𝑖 ≠ 𝑗 



Εκ των προτζρων πικανότθτα του 
διανφςματοσ χαρακτθριςτικϊν 
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 Αν και θ εκ των προτζρων πικανότθτα του x απαλείφεται 
και άρα δεν μασ χρειάηεται ςτον κανόνα ΜεΥΠ, εν τοφτοισ 
το P(x) απαιτείται για να υπολογίςουμε το P(x|Ci). 

 Λςχφει 

 𝑃 𝒙 = 𝑃 𝒙,𝐶1 + ⋯+ 𝑃 𝒙,𝐶𝑀 

=  𝑃 𝒙|𝐶𝑖 𝑃(𝐶𝑖)
𝑀

𝑖=1
 



Πικανοφάνεια 
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 Οριςμόσ:  Θ πικανότθτα                              καλείται 

 Συνάρτηςη πιθανοφάνειασ του x για τθν κλάςθ Ci 

Μζγιςτθ *Εκ των  Υςτζρων Πικανότθτα] 

 

Μζγιςτθ *Πικανοφάνεια]×[Εκ των Προτζρων Πικανότθτα] 

 

 Θ «Πικανοφάνεια» μαηί με τθν «Εκ των Προτζρων 
Πικανότθτα» για κάκε κλάςθ είναι ςυχνά πιο εφκολο να 
υπολογιςτοφν. 

𝑃 𝒙 | 𝑋𝜖𝐶𝑖  


 



Αναγνϊριςθ προτφπων με ΜεΥΠ 
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Παράδειγμα: 

 Ζςτω ότι κζλουμε να αναγνωρίηουμε δείγματα από δφο 
κλάςεισ:  C0=«Γυναίκεσ»  και  C1=«Άνδρεσ». Για κάκε 
δείγμα X διακζτουμε το διάνυςμα χαρακτθριςτικϊν 

x = [x : φψοσ του X]  

 (το διάνυςμα x αποτελείται από μόνο ζνα ςτοιχείο για 
απλοφςτευςθ). 

 Γνωρίηουμε τισ «εκ των προτζρων» πικανότθτεσ: 

 

(θ πικανότθτα να επιλζξουμε άνδρα ι γυναίκα είναι 50/50). 

𝑃 𝐶0 = 𝑃 𝑋𝜖𝐶0 = 0,5              𝑃 𝐶1 = 𝑃 𝑋𝜖𝐶1 = 0,5 



Αναγνϊριςθ προτφπων με ΜεΥΠ 
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Παράδειγμα (ςυνζχεια) 

 Από μελζτεσ γνωρίηουμε τισ κατανομζσ πικανότθτασ 
φψουσ για άνδρεσ και γυναίκεσ (πικανοφάνειεσ):  

 

 Οπότε μποροφμε να ςχεδιάςουμε τισ καμπφλεσ: 

x 
Άνδρεσ 

x 
Γυναίκεσ 

P(x|C1) P(x|C0) 

𝑃 𝑥 | 𝐶0 = 𝑃 𝑥 | 𝑋𝜖𝐶0            𝑃 𝑥 | 𝐶1 = 𝑃 𝑥 | 𝑋𝜖𝐶1  



Αναγνϊριςθ προτφπων με ΜεΥΠ 
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Παράδειγμα (ςυνζχεια) 

 Θ επιλογι με βάςθ τθν μζγιςτθ εκ των υςτζρων 
πικανότθτα γίνεται με κατώφλι το ςθμείο x0 όπου 

x x0 

Περιοχι Π1: Επιλζγω XC1  Περιοχι Π0: Επιλζγω XC0  

𝑃 𝑥0 | 𝐶0 𝑃 𝐶0 = 𝑃 𝑥0 | 𝐶1 𝑃(𝐶1) 

P(x|C0)P(C0) P(x|C1)P(C1) 



Αναγνϊριςθ προτφπων με ΜεΥΠ 
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Παράδειγμα (ςυνζχεια) 

Κριτιριο επιλογισ κλάςθσ: 

 Αν   x < x0  τότε XC0 

 Αν   x > x0  τότε XC1 

 

 ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ: Αν οι κλάςεισ ζχουν περίπλοκεσ κατανομζσ 
όπωσ εδϊ             τότε θ ταξινόμθςθ γίνεται κατά 
περιοχζσ. Ταξινομοφμε τα δείγματα κάκε περιοχισ ςτθν 
κλάςθ που ζχει τθ μεγαλφτερθ εκ των υςτζρων 
πικανότθτα ςτθν περιοχι αυτι. 

 

 



ΓΕΝΛΚΑ: Ταξινόμθςθ ςε κλάςεισ με τθν 
ΜεΥΠ 
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x 

P(x|C1)P(C1) 

P(x|C0)P(C0) 

Στισ περιοχζσ αυτζσ 
επιλζγω C0 

Στισ περιοχζσ αυτζσ 
επιλζγω C1 



Άςκθςθ 1 
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 Σε ζνα κουτί υπάρχουν 3 λεμόνια και 4 πορτοκάλια, ενϊ ζνα δεφτερο 
κουτί υπάρχουν 7 λεμόνια και 8 πορτοκάλια. 

 Ποια είναι θ πικανότθτα να τραβιξω λεμόνι ι πορτοκάλι  από το 
πρϊτο κουτί; Ποια είναι θ πικανότθτα να τραβιξω λεμόνι ι πορτοκάλι 
από το δεφτερο κουτί; (Υπόδειξθ: κζςτε x = λεμόνι ι πορτοκάλι και 
C0=κουτί-1, C1=κουτί-2. Ψάχνουμε τα P(x=λ|C0), P(x=π|C0), P(x=λ|C1), 
και P(x=π|C1)) 

 Θ εκ των προτζρων πικανότθτα να ζχω επιλζξει το κουτί 1 ι 2 είναι 
50/50. (P(C0)=P(C1)=0,5) Ποια είναι θ εκ των προτζρων πικανότθτα να 
τραβιξω λεμόνι ι πορτοκάλι; (Ηθτάμε τα P(x=λ) και P(x=π)) 

 Ζχω ςτα χζρια μου ζνα πορτοκάλι που τραβιχτθκε από ζνα από τα 
δφο αυτά κουτιά. Ποια είναι θ πικανότθτα να προιλκε απο το κουτί 1;  
(Υπόδειξθ: Κάντε χριςθ του κανόνα του Bayes)  



Πόςο ςωςτι είναι θ επιλογι ΜεΥΠ; 
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 Ασ γυρίςουμε ςτο παράδειγμα ταξινόμθςθσ Γυναικϊν / 
Ανδρϊν με βάςθ το φψοσ. 

 Από το ςχιμα είναι προφανζσ ότι υπάρχει πικανότθτα να 
κάνουμε λάκοσ αφοφ υπάρχουν γυναίκεσ ψθλότερεσ από 
x0 και άντρεσ κοντφτεροι από x0. 

 Υπάρχουν δφο τφπων ςφάλματα: 
1. Επιλζγω XC0 ενϊ ςτθν πραγματικότθτα XC1 : 

 Ταξινομϊ ζναν Άντρα ςτθν κλάςθ «Γυναίκα» επειδι είναι 
κοντφτεροσ από x0 

2. Επιλζγω XC1 ενϊ ςτθν πραγματικότθτα XC0 : 

 Ταξινομϊ μια Γυναίκα ςτθν κλάςθ «Άντρασ» επειδι είναι 
ψθλότερθ από x0 

 



Πικανότθτα ςφάλματοσ 
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 Σφάλμα Τφπου 1: Επιλζγω XC0 ενϊ ςτθν πραγματικότθτα 
XC1. Πικανότθτα: 

 

 

 

 

 

𝑃 𝜍𝜑ά𝜆𝜇𝛼 1 = 𝑃 𝑥 < 𝑥0,𝛸𝜖𝐶1 

= 𝑃 𝑥 < 𝑥0|𝛸𝜖𝐶1 𝑃(𝐶1)

= 𝑃(𝐶1) 𝑃 𝑥 | 𝐶1 𝑑𝑥
𝑥0

−∞

 

 

x x0 



Πικανότθτα ςφάλματοσ 
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 Σφάλμα Τφπου 2: Επιλζγω XC1 ενϊ ςτθν πραγματικότθτα 
XC0. Πικανότθτα: 

 𝑃 𝜍𝜑ά𝜆𝜇𝛼 2 = 𝑃 𝑥 > 𝑥0,𝛸𝜖𝐶0 

= 𝑃 𝑥 > 𝑥0| 𝐶0 𝑃(𝐶0)

= 𝑃(𝐶0) 𝑃 𝑥 | 𝐶0 𝑑𝑥
∞

𝑥0

 

 

𝛴𝜐𝜈𝜊𝜆𝜄𝜅ό 𝛴𝜑ά𝜆𝜇𝛼 =  𝑃 𝜍𝜑ά𝜆𝜇𝛼 1 + 𝑃 𝜍𝜑ά𝜆𝜇𝛼 2  

 

x x0 
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𝑃 = 𝑃 𝑥 < 𝑥0 ,𝛸𝜖𝐶0 + 𝑃 𝑥 > 𝑥0 ,𝛸𝜖𝐶1 

= 𝑃 𝑥 < 𝑥0| 𝐶0 𝑃(𝐶0) + 𝑃 𝑥 > 𝑥0| 𝐶1 𝑃(𝐶0)

= 𝑃 𝐶0  𝑃 𝑥 | 𝐶0 𝑑𝑥
𝑥0

−∞

+ 𝑃 𝐶1  𝑃 𝑥 | 𝐶1 𝑑𝑥
∞

𝑥0

 

 

x x0 
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 Παίηετε ςε ζνα παιχνίδι όπου για να κερδίςετε πρζπει να μαντζψετε 
αν πίςω από μια κουρτίνα κρφβεται ζνασ άνδρασ ι μια γυναίκα. Εκ 
των προτζρων οι πικανότθτεσ «Άνδρασ» / «Γυναίκα» είναι 50/50 
(P(C0)=P(C1)=0.5). 

 Σασ λζνε ότι ο άνκρωποσ αυτόσ ζχει φψοσ πάνω από 1,70. Θ 
πικανότθτα ζνασ άνδρασ να ζχει φψοσ πάνω από 1,70 είναι 60%, ενϊ 
θ πικανότθτα μια γυναίκα να ζχει φψοσ πάνω από 1,70 είναι 30%. 

 Ποια είναι θ εκ των προτζρων πικανότθτα ζνασ άνκρωποσ (αςχζτωσ 
φφλου) να ζχει φψοσ > 1,70; 

 Ποιεσ είναι θ εκ των υςτζρων πικανότθτεσ ο άνκρωποσ πίςω από τθν 
κουρτίνα να είναι άντρασ ι γυναίκα (αφοφ δθλαδι μασ ζχουν πεί ότι 
φψοσ > 1,70); 

 Επιλζγετε «Άνδρασ». Ποια είναι θ πικανότθτα ςφάλματοσ; 



Αναγνϊριςθ προτφπων με ΜεΥΠ 
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 Ασ υποκζςουμε ότι οι καμπφλεσ φψουσ είναι Γκαουςςιανζσ με μζςθ 
τιμι μ0=1,6 για τισ γυναίκεσ και μ1=1,8 για τουσ άνδρεσ. Επίςθσ, ζςτω 
ότι οι δφο καμπφλεσ ζχουν τθν ίδια διαςπορά ς2 = 0,2. Συνεπϊσ 

 

 

 

 

 Αφοφ οι καμπφλεσ είναι ίδιεσ, απλϊσ μετατοπιςμζνεσ, και ζχουμε ίςεσ 
εκ των προτζρων πικανότθτεσ:                                              .... 

 Τότε το κατϊφλι είναι ακριβϊσ ςτθ μζςθ 

 

 Είναι εφκολο να επιβεβαιϊςουμε ότι  

𝑃 𝑥 | 𝐶0 =
1

𝜍 ∙  2𝜋
exp −

 𝑥 − 𝜇0 
2

2𝜍2
 =

1

0,2 ∙  2𝜋
exp −

 𝑥 − 1,6 2

0.04
  

𝑃 𝑥 | 𝐶1 =
1

𝜍 ∙  2𝜋
exp −

 𝑥 − 𝜇1 
2

2𝜍2
 =

1

0,2 ∙  2𝜋
exp −

 𝑥 − 1,8 2

0.04
  

𝑃 𝐶0 = 𝑃 𝐶1 = 0,5 

𝑥0 = 1,7 

𝑃 𝑥0 | 𝐶0 = 𝑃 𝑥0 | 𝐶1  
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 Μζχρι τϊρα κάναμε τθν κρυφι υπόκεςθ ότι οι δφο τφποι ςφαλμάτων 
ζχουν το ίδιο κόςτοσ. Σε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ, πχ αςκζνειεσ, το 
ςφάλμα τφπου 1 (να μθ διαγνωςτεί αςκζνεια ενϊ υπάρχει) ζχει 
μεγαλφτερθ βαρφτθτα από το το ςφάλμα τφπου 2 (να διαγνωςτεί 
αςκζνεια ενϊ δεν υπάρχει).  Ζςτω ότι 

 το κόςτοσ που πλθρϊνουμε αν επιλζξουμε XC0 ενϊ το ςωςτό 
είναι XC1 είναι L01. Το ρίςκο ς’αυτι τθν περίπτωςθ είναι  
 

 το κόςτοσ που πλθρϊνουμε αν επιλζξουμε XC1 ενϊ το ςωςτό 
είναι XC0 είναι L10. Το ρίςκο ς’αυτι τθν περίπτωςθ είναι 

 

 Τότε το βζλτιςτο κατϊφλι x0 είναι αυτό για το οποίο 

𝜌ί𝜍𝜅𝜊1 = 𝜌ί𝜍𝜅𝜊2 

𝜌ί𝜍𝜅𝜊1 = 𝐿01 ∙ 𝑃(𝑥 < 𝑥0 ,𝐶1) = 𝐿01𝑃 𝑥 < 𝑥0   𝐶1 𝑃(𝐶1) 

𝜌ί𝜍𝜅𝜊2 = 𝐿10  𝑃(𝑥 > 𝑥0 ,𝐶0) = 𝐿10𝑃 𝑥 > 𝑥0   𝐶0 𝑃(𝐶0) 
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 Επιλζγουμε το καλφτερο κατϊφλι  x0 με το κριτιριο 

 

 

 

 Παράδειγμα: Στθν περίπτωςθ αναγνϊριςθσ γυναικϊν/ανδρϊν με 
βάςθ το φψοσ, ζχουμε                               . Αν για κάποιο λόγο 
κεωροφμε ότι   L01=2L10   (δθλαδι, κοςτίηει δφο φορζσ περιςςότερο να 
αναγνωρίςουμε ζναν άνδρα ωσ γυναίκα από το να αναγνωρίςουμε 
μια γυναίκα ωσ άνδρα) τότε το κατϊφλι επιλζγεται με βάςθ τον τφπο 

𝐿01𝑃 𝑥0   𝐶1 𝑃(𝐶1) = 𝐿10𝑃 𝑥0   𝐶0 𝑃(𝐶0) 

𝑃 𝑥0   𝐶1 

𝑃 𝑥0   𝐶0 
=
𝐿10

𝐿01

𝑃(𝐶0)

𝑃 𝐶1 
 

𝑃 𝐶1 = 𝑃(𝐶0) 

𝑃 𝑥0    𝐶1 

𝑃 𝑥0    𝐶0 
= 0.5    ι ιςοδφναμα      𝑃 𝑥0   𝐶1 = 0.5 ∙ 𝑃 𝑥0   𝐶0  
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x x0 x x0 

Πικανότθτα λάκουσ 

+ 

Πικανότθτα ορκισ αναγνϊριςθσ 

+ 



Ελαχιςτοποιϊντασ το ρίςκο. 
Παράδειγμα 2: Αναγνϊριςθ υποβρυχίου 

2011 Μθχανικι Μάκθςθ - Κ. Διαμαντάρασ 31 

 Ζνα πολεμικό υποβρφχιο διακζτει ζνα ςφςτθμα αναγνϊριςθσ 
εχκρικϊν υποβρυχίων  μζςω επεξεργαςίασ υποκαλάςςιων ιχων. 
Συγκεκριμζνα, ζνα υποβρφχιο μικρόφωνο καταγράφει τουσ ιχουσ και 
ζνα υποςφςτθμα εξαγωγισ χαρακτθριςτικϊν μετά από ανάλυςθ 
ςυχνοτιτων εξάγει τθν ιςχφ x μιασ ςυγκεκριμζνθσ ςυχνότθτασ f. Ζτςι 
το διάνυςμα χαρακτθριςτικϊν αποτελείται μόνο από το x: 

x = [x] 

 Επειδι θ προπζλα του εχκρικοφ υποβρυχίου παράγει ιχουσ ςτθν 
ςυχνότθτα f , το x κεωρείται καλό χαρακτθριςτικό για τθν αναγνϊριςθ 
του εχκρικοφ ςκάφουσ. Ωςτόςο, το περιβάλλον του βυκοφ παράγει 
και αυτό ιχουσ ςτθν ίδια ςυχνότθτα f, αν και ςυνικωσ μικρότερθσ 
ζνταςθσ. Θ ζνταςθ x τθσ ςυχνότθτασ f είναι ουςιαςτικά μια τυχαία 
μεταβλθτι, θ οποία ζχει άλλθ κατανομι όταν υπάρχει εχκρικό 
υποβρφχιο και άλλθ κατανομι όταν δεν υπάρχει. 
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 Το πρόβλθμα αναγνϊριςθσ ζχει δφο κλάςεισ*: 

 C0: δεν υπάρχει εχκρικό υποβρφχιο 

 C1: υπάρχει εχκρικό υποβρφχιο 

 Ζςτω ότι P(C0)=2/3, P(C1)=1/3 (δφο φορζσ πικανότερο να μθν υπάρχει 
υποβρφχιο παρά να υπάρχει). 

 Οι κατανομζσ πικανότθτασ P(x|C0) και P(x|C1), είναι οι εξισ: 

x 

P(x|C0) P(x|C1) 

x 

P(x|C0)P(C0) P(x|C1) P(C1) 

*Επειδι το πρόβλθμα αφορά ανίχνευςθ (detection) ενόσ αντικειμζνου, καλείται πρόβλημα 
ανίχνευςησ. 
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 L01 = κόςτοσ να κεωρϊ xC0 (όχι υποβρφχιο) ενϊ xC1 (υπάρχει υποβρφχιο) 

 L10 = κόςτοσ να κεωρϊ xC1 (υπάρχει υποβρφχιο) ενϊ xC0 (όχι υποβρφχιο) 

 Συνικωσ το πρϊτο ςφάλμα είναι πολφ ςοβαρότερο από το δεφτερο και 
ςυνεπϊσ, πχ.  L01 = 10∙L10 

x 

P(x|C0)P(C0) P(x|C1) P(C1) 

x 

P(x|C0)P(C0) P(x|C1) P(C1) 

x0 x0 

Αν   L01 = L10  τότε Αν   L01 = 10∙L10  τότε 

P(x0|C0)P(C0)=P(x0|C1)P(C1) P(x0|C0)P(C0)=10∙P(x0|C1)P(C1) 


