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1 Εισαγωγή στην Ασαφή Λογική 
Ο στόχος των σηµειώσεων είναι η παροχή των απαραίτητων θεωρητικών στοιχείων για την 

κατανόηση των βασικών εννοιών της ασαφούς λογικής. Μετά την πρωτοποριακή εργασία του 
Lofti  Zadeh  [3] στα µέσα της δεκαετίας του 1960, η ασαφής λογική γνώρισε αλµατώδη 
ανάπτυξη και στις µέρες µας εφαρµογές της εµφανίζονται σχεδόν σε κάθε τοµέα της ανθρώπινης 
δραστηριότητας.   

Ο συνδυασµός της ασαφούς λογικής µε τα νευρωνικά δίκτυα και τους εξελικτικούς 
αλγορίθµους οδήγησε στη δηµιουργία συστηµάτων µε ικανότητες µάθησης, γενίκευσης και 
συµπερασµού (cognitive systems). Η µοντελοποίηση και ο έλεγχος σύνθετων φυσικών 
διεργασιών, των οποίων η σχέση διέγερσης-απόκρισης χαρακτηρίζεται από ισχυρές µη 
γραµµικότητες από ανακρίβειες, ακόµα και από αντιφάσεις, είναι εφικτή στο πλαίσιο της 
ασαφούς λογικής. Οι δυνατότητες αυτές που δεν παρέχονται επαρκώς από τα κλασικά αυστηρά 
µαθηµατικά εργαλεία µοντελοποίησης και ελέγχου καθιέρωσαν την ασαφή λογική ως ένα από τα 
ποιο αποτελεσµατικά και καθιερωµένα πλέον εργαλεία για το σύγχρονο µηχανικό και 
επιστήµονα. Η επιστηµονική έρευνα στον τοµέα είναι αχανής. Εφαρµογές εµφανίζονται σε πεδία 
µοντελοποίησης (Modeling), πρόβλεψης (Prediction), ελέγχου (control), κατάταξη 
δειγµάτων σε κατηγορίες (Classification), αναγνώριση προτύπων (Pattern Regognition), 
συστήµατα υποστήριξης αποφάσεων (Decision Support Systems), Θεωρία δυνατοτήτων 
(Possibility Theory), βελτιστοποίηση (Οptimization), ….  

Αν και η ασαφής λογική είναι γέννηµα του δυτικού πολιτισµού και οι θεωρητικές της βάσεις 
τέθηκαν και αναπτύχθηκαν επίσης στη δύση, γνώρισε µεγάλη άνθηση και εφαρµογή κυρίως στη 
Ιαπωνία. Η εξήγηση που έχει δοθεί έχει δύο άξονες. Ο ένας άξονας έχει τις ρίζες του στην 
εκπαίδευση που έχει ο Ιάπωνας και που του επιτρέπει να εφαρµόζει στην παραγωγή καινοτόµες 
ιδέες µε ταχύτητα και αποτελεσµατικότητα. Η άλλη είναι περισσότερο θεωρητική και 
ενδιαφέρουσα και σχετίζεται µε την ιαπωνική γλώσσα και κουλτούρα. Η ∆υτική κουλτούρα 
είναι στενά συνυφασµένη έως εγκλωβισµένη στην Αριστοτέλεια λογική Άσπρο-Μαύρο, ∆εκτό-
Μη αποδεκτό, Κατάλληλο – Ακατάλληλο κ.τ.λ. σε αντιδιαστολή µε την Ανατολική Κουλτούρα 
που µπορεί εύκολα να δεχτεί και ‘αποχρώσεις  του  γκρίζου’. Επίσης στις Ασιατικές γλώσσες 
ο όρος Fuzzy  που στη ∆ύση µεταφράζεται ασαφής και έχει µάλλον αρνητική απόχρωση στον 
έλεγχο συστηµάτων (Φαντασθείτε ένα σύστηµα πέδησης που λειτουργεί ασαφώς σε µια 
επικίνδυνη στροφή.) στις Ασιατικές Γλώσσες το fuzzy  µεταφράζεται ως kanji  και έχει την 
έννοια της σταδιακής κατάταξης αντικειµένων σε ολοένα και ποιο αυστηρά καθορισµένες 
κατηγορίες. Γιατί λοιπόν ένας ευρωπαίος να αγοράσει ένα προϊόν π.χ. ένα αυτοκίνητο που 
φρενάρει ‘ασαφώς’  . Και γιατί αυτό να είναι εµπόδιο για ένα Ασιάτη που ακούγοντας kanji 
καταλαβαίνει ότι το αυτοκίνητο φρενάρει µε ένα τρόπο που γίνεται προοδευτικά αυστηρότερος 
και ακριβέστερος [1,2].  

Ανάµεσα στις περίπου 2000 πατέντες που κατοχυρώθηκαν µέχρι το 1990 ξεχωρίζουν 
εφαρµογές οικείες στο ευρύ κοινό, όπως πλυντήρια ρούχων µε fuzzy control  όπου το 
πλυντήριο ρυθµίζει τις στροφές τον τύπο και την ποσότητα του απορρυπαντικού καθώς και τη 
θερµοκρασία του νερού, ανάλογα µε την αντοχή τον τύπο και την ποιότητα των ρούχων, που 
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µετράει µε κατάλληλα αισθητήρια.  Κλιµατιστικά µηχανήµατα που ρυθµίζουν την ταχύτητα την 
υγρασία και τη θερµοκρασία του αέρα ανάλογα µε τις διαθέσεις του κλιµατιζόµενου. 

Στο εργαστήριο θα ασχοληθούµε κυρίως µε την µοντελοποίηση και τον έλεγχο πραγµατικών 
συστηµάτων, που είναι και από τις περισσότερο πρακτικές και εφαρµόσιµες πλευρές της 
ασαφούς λογικής.  
 



 3

2 Βασικές Αρχές Της Ασαφούς Λογικής  
Όπως κατά την εκµάθηση µιας γλώσσας προγραµµατισµού τείνει να καθιερωθεί πλέον η 

πρώτη εφαρµογή να είναι η εκτύπωση στην οθόνη της φράσης Hello World  , για τους ίδιους 
ακριβώς λόγους έχει σχεδόν καθιερωθεί η πρώτη προσέγγιση στις έννοιες της ασαφούς λογικής 
να πραγµατοποιείται µε το παράδειγµα του φρεναρίσµατος ενός αυτοκινήτου.  

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι οδηγούµε ένα όχηµα µε κάποια ταχύτητα και σε κάποια 
απόσταση αντιλαµβανόµαστε ένα εµπόδιο. Για απλότητα ας θεωρήσουµε ότι το οδόστρωµα 
είναι επίπεδο και οµαλό. Το ερώτηµα είναι ο τρόπος µε τον οποίο θα χειριστούµε την 
κατάσταση. Ένα πολύ µαθηµατικό µυαλό θα µπορούσε να αναγνωρίσει αµέσως την αναλυτική 
µαθηµατική φόρµουλα , η οποία θα του έδινε την δύναµη ),( udfF = F  µε ακρίβεια κάποιων 
δεκαδικών ψηφίων που θα έπρεπε να ασκήσει στο φρένο του αυτοκινήτου, προκειµένου να 
σταµατήσει οµαλά πριν από το εµπόδιο. Η σχέση βέβαια αυτή εξαρτάται από πολλούς  
παράγοντες, όπως ο τύπος του αυτοκινήτου, ο τύπος του φρένου, το βάρος του αυτοκινήτου η 
κατεύθυνση του ανέµου, κ.τ.λ. Μια τέτοια µαθηµατική προσέγγιση εποµένως είναι αδύνατη για 
τον κοινό νου. Ακόµα και αν χρησιµοποιούσαµε ένα σύστηµα κλασσικού αυτόµατου ελέγχου 
(pid controler), τα πράγµατα θα ήταν εξαιρετικά δύσκολα διότι ο κλασσικός εκλεκτής θα 
έπρεπε να ρυθµίζει τα κέρδη του ανάλογα µε τις συνθήκες, οι οποίες µπορεί να µεταβληθούν 
πολλές φορές κατά τη διάρκεια της πέδησης (π.χ. ένας ξαφνικός άνεµος κατά τη φορά του 
αυτοκινήτου). Στο παράδειγµα του φρεναρίσµατος, δεν έχουµε ένα σταθερά διαµορφωµένο 
περιβάλλον η έστω ένα περιβάλλον που µεταβάλλεται µε προβλέψιµο τρόπο. Οι συνθήκες 
µεταβάλλονται απρόβλεπτα η και αντιφατικά ορισµένες φορές (π.χ. αν ο δρόµος σε ένα σηµείο 
έχει λάδια ο τρόπος του φρεναρίσµατος θα πρέπει να ακολουθήσει εντελώς διαφορετική 
στρατηγική). Γεννιέται λοιπόν το ερώτηµα: Πως καταφέρνει ο οδηγός να φρενάρει το όχηµα 
ακόµα και σε δύσκολες γρήγορα µεταβαλλόµενες συνθήκες και µάλιστα κατά τρόπο οµαλό έτσι 
ώστε να µην ταλαιπωρηθούν επιβάτες και εµπορεύµατα;  

Ο οδηγός του αυτοκινήτου έχει συσσωρευµένη εµπειρία τόσο από την εκπαίδευση του όσο 
και από την εµπειρία του ως οδηγός. Η εµπειρία αυτή είναι οργανωµένη υπό µορφή κανόνων. 
Για παράδειγµα ο οδηγός γνωρίζει ότι αν το εµπόδιο είναι µακριά  και η ταχύτητα του είναι 
µικρή  δεν χρειάζεται να φρενάρει. Αν όµως το εµπόδιο είναι κοντά  και η ταχύτητα του είναι 
µεγάλη  τότε πρέπει να πατήσει πολύ  φρένο. Οι όροι πολύ, λίγο, µικρή ταχύτητα µεγάλη 
ταχύτητα, µικρή απόσταση, µεγάλη απόσταση, κ.τ.λ. είναι λεκτικοί  ( l inguistic)  όροι. O 
οδηγός είναι σε θέση να εκτιµήσει πότε µια ταχύτητα είναι µικρή η µεγάλη. Π.χ. ταχύτητα 50 
km/h σε στεγνό οδόστρωµα µπορεί να θεωρηθεί µικρή. Η ίδια ταχύτητα όµως υπό διαφορετικές 
συνθήκες π.χ. σε κατοικηµένη περιοχή και βρεγµένο οδόστρωµα είναι µάλλον µέτρια και υπό 
άλλες συνθήκες π.χ. το οδόστρωµα έχει λάδια είναι µάλλον µεγάλη. Είναι δυνατόν να 
µεταφέρουµε την εµπειρία του οδηγού σε ένα µηχανικό ελεγκτή χρησιµοποιώντας τα κλασσικά 
µαθηµατικά εργαλεία; Μια τέτοια µεταφορά θα δηµιουργούσε κανόνες της µορφής:
 
Αν η ταχύτητα είναι από 10km/h έως 20km/h και η απόσταση από 80 έως 100µ τότε 
άσκησε στο φρένο πίεση  0.1 atm  
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Αν η ταχύτητα είναι από 21km/h έως 40km/h και η απόσταση από 30 έως 79µ τότε άσκησε 
στο φρένο πίεση  0.4 atm  

 
 Αυτή  η αντιµετώπιση έχει σηµαντικές αδυναµίες. Τι θα συµβεί αν η ταχύτητα είναι 11 

km/h? Ο ελεγκτής θα συµπεριφερθεί µε τον ίδιο τρόπο που θα συµπεριφερθεί στην περίπτωση 
που η ταχύτητα είναι 19km/h?  Μια λύση στο πρόβληµα φαίνεται να είναι η µεγαλύτερη 
διακριτοποίηση κάθε µεταβλητής, π.χ. ανά 1km/h. Τι θα συµβεί όµως αν έχουµε 10 µεταβλητές 
εισόδου και κάθε µια διακριτοποιείται σε 50 τµήµατα? Θα δηµιουργηθούν  κανόνες. 
Σε κάθε περίπτωση ο στόχος που είναι η µεταφορά της εµπειρίας του οδηγού φαίνεται ότι δεν 
επιτυγχάνεται τόσο αποτελεσµατικά µε τον αυστηρά αριθµητικό (

.....5010 =

crisp) τρόπο που 
επιχειρήσαµε. Το ανθρώπινο µυαλό χειρίζεται λεκτικούς όρους (l inguistic terms) παρά 
αριθµούς και η µηχανή που φιλοδοξεί να µιµηθεί τον τρόπο λειτουργίας του θα πρέπει να το 
λάβει σοβαρά υπόψη. Ας δούµε πως θα αντιµετώπιζε ο άνθρωπος το παράδειγµα της πέδησης. 
Ένας έµπειρος οδηγός θα λειτουργούσε βάση λεκτικών κανόνων π.χ. 
 
Αν η ταχύτητα είναι µικρή και η απόσταση είναι µέτρια τότε δύναµη πέδησης µικρή 
 
Αν η ταχύτητα είναι µέτρια και η απόσταση είναι µέτρια τότε δύναµη πέδησης µέτρια 
 
Αν η ταχύτητα είναι µεγάλη και η απόσταση είναι µικρή τότε δύναµη πέδησης µεγάλη 
κ.τ.λ. 

 
Οι όροι µέτρια, µεγάλη, µικρή είναι οι λεκτικοί όροι οι οποίοι συµπλέκονται µεταξύ τους µε 

συνδέσµους (connectives) και συνθέτουν κανόνες (rules). Πως όµως θα χειριστεί λεκτικούς 
όρους µια υπολογιστική µηχανή που χειρίζεται µόνο αριθµούς? Εδώ υπάρχει ασυµφωνία 
χαρακτήρων. Σε τέτοιες περιπτώσεις υποχωρεί ο ποιο λογικός που στην περίπτωση µας είναι ο 
άνθρωπος και δηµιουργεί τη γέφυρα επικοινωνίας. Η γέφυρα αυτή είναι η ασαφής  λογική . Ο 
Ζadeh  που θεωρείται ο ‘πατέρας’ της ασαφούς λογικής δήλωνε ότι η προσπάθεια µας να 
κατασκευάσουµε µηχανές µε νοηµοσύνη δεν µπορεί να προχωρήσει αν δεν βρεθεί ένας τρόπος 
ώστε οι µηχανές να σκέφτονται µε παρόµοιους µηχανισµούς µε τον άνθρωπο. Ας δούµε λοιπόν 
µερικές θεµελιώδεις έννοιες της ασαφούς λογικής.  

2.1 Το ασαφές σύνολο  
Το ασαφές σύνολο είναι ίσως η βασικότερη έννοια του οικοδοµήµατος της ασαφούς 

λογικής. Ο Zadeh παρατήρησε ότι ο παραδοσιακός τρόπος περιγραφής ενός συστήµατος που 
στηρίζεται στην αυστηρή λογική ότι µια κατάσταση µπορεί να έχει δύο µόνο µορφές ύπαρξη ή 
απουσία συνεπάγεται απώλεια πληροφορίας καθώς η πολυπλοκότητα του συστήµατος αυξάνεται 
(δες το παράδειγµα µε τους  κανόνες). Αν υιοθετηθεί λοιπόν ο τρόπος περιγραφής 
ενός συστήµατος µε τον αυστηρά αριθµητικό τρόπο υπάρχουν δύο επιλογές α) απλό µαθηµατικό 
µοντέλο µε απώλεια πληροφορίας ιδιαίτερα στις οριακές καταστάσεις (π.χ. ταχύτητα 21 km/h) 
β) µη απώλεια πληροφορίας µε πολύπλοκο µαθηµατικό µοντέλο ( καταστάσεις ). Ο 

.....5010 =

.....5010 =
Zadeh  διατύπωσε αυτό το αδιέξοδο µε την περίφηµη Αρχή  της  Ασυµβατότητας  [4]: 
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...καθώς η πολυπλοκότητα ενός συστήµατος αυξάνεται, η ικανότητα για ακριβείς και 
ταυτόχρονα σηµαντικές δηλώσεις που αφορούν τη συµπεριφορά του µειώνεται, και πέρα 
από ένα σηµείο η ακρίβεια και η σηµαντικότητα αποτελούν σχεδόν αµοιβαία 
αποκλειόµενα χαρακτηριστικά. 
 

Ο Zadeh συνειδητοποίησε λοιπόν ότι ο πυρήνας του αδιεξόδου είναι ο δυαδικός τρόπος 
αναπαράστασης της πληροφορίας κατά τον οποίο µια τιµή µιας µεταβλητής είτε ανήκει είτε δεν 
ανήκει σε ένα  υποσύνολο του πεδίου ορισµού της. Πρότεινε λοιπόν ένα διευρυµένο τρόπο 
αναπαράστασης όπου µια τιµή ανήκει ταυτόχρονα σε πολλά υποσύνολα, στο κάθε ένα  µε ένα 
βαθµό συµµετοχής. Κάθε τέτοιο υποσύνολο που περιλαµβάνει στοιχεία όπου κάθε ένα έχει ένα 
βαθµό συµµετοχής είναι το ασαφές σύνολο.   

Ας θεωρήσουµε τη µεταβλητή που αντιπροσωπεύει την ταχύτητα ενός αυτοκινήτου σε ένα 
αυτοκινητόδροµο µε πεδίο ορισµού από 0 km/h έως 120 km/h. Κάνουµε τις έξης ερωτήσεις στον 
οδηγό:  
ΕΡ: ‘πόσο σίγουρος είσαι ότι η ταχύτητα 15 km/h είναι µικρή?’  
ΑΠ: 100%. 
ΕΡ: ‘πόσο σίγουρος είσαι ότι η ταχύτητα 20 km/h είναι µικρή?’  
ΑΠ: 100%. 
ΕΡ: ‘πόσο σίγουρος είσαι ότι η ταχύτητα 40 km/h είναι µικρή?’  
ΑΠ: 90% είναι και λίγο µέτρια. 
ΕΡ: ‘πόσο σίγουρος είσαι ότι η ταχύτητα 60 km/h είναι µικρή?’  

ΑΠ: λίγο ένα 10-20%  διότι 60 km/h  ταχύτητα είµαι πιο σίγουρος ότι είναι µέτρια. 
 
Αν κάνουµε παρόµοιες ερωτήσεις για µέτρια και για µεγάλη ταχύτητα και παραστήσουµε 

γραφικά τη βεβαιότητα από 0 έως 1 του οδηγού συναρτήσει της ταχύτητας θα πάρουµε το 
παρακάτω διάγραµµα (Εικόνα 2-1). 
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Εικόνα 2-1 : Γραφική παράσταση ασαφών συνόλων 

Στο παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε µια λεκτική αναπαράσταση της ταχύτητας. Η 
ταχύτητα έχει ‘διαµεριστεί’  όπως λέµε σε λεκτικούς (l inguistic) όρους. Από το σηµείο αυτό 
και µετά µπορούµε να µιλάµε για την ταχύτητα µε λεκτικούς αντί αυστηρά αριθµητικούς όρους. 
Ας δούµε  τι θα λέγαµε για µια ταχύτητα 32 km/h. Η ταχύτητα αυτή είναι µικρή µε βαθµό 
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βεβαιότητας 0.8 και µέτρια µε βαθµό βεβαιότητας 0.3. Ο βαθµός αυτός βεβαιότητας ονοµάζεται 
βαθµός συµµετοχής )(xµ µιας τιµής  στο αντίστοιχο ασαφές σύνολο που εκφράζεται από την 
συνάρτηση 

x
)(xµ . Η περιγραφή µιας µεταβλητής x  µε λεκτικούς όρους ονοµάζεται διαµερισµός 

της µεταβλητής και η περιγραφή µιας αυστηρά αριθµητικής τιµής µε λεκτικούς όρους όπως για 
παράδειγµα η ταχύτητα των 32 km/h ονοµάζεται ‘ασαφοποίηση’  (fuzzyfication) της crisp 
τιµής. Ο αναγνώστης µπορεί να πειραµατιστεί και να ασαφοποιήσει την ταχύτητα των 78 km/h. 
Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί κάτι που συγχέεται συχνά ακόµα και από έµπειρους 
χρήστες της ασαφούς λογικής και αποτελεί το σηµείο στο οποίο διαχωρίζεται η ασαφής λογική 
από τη στατιστική ανάλυση. Ένα ασαφές σύνολο εκφράζει κατανοµή δυνατότητας (possibili ty 
distribution) και ένας βαθµός συµµετοχής µιας τιµής σε ένα ασαφές σύνολο αποτελεί το 
βαθµό βεβαιότητας (degree of certainty) ότι η πρόταση που διατυπώνουµε είναι αληθής (π.χ 
η ταχύτητα των 32 km/h είναι µικρή. Βεβαιότητα: 40%) και όχι κατανοµή πιθανότητας 
(probability distribution). Για την αποσαφήνιση της εννοιολογικής διαφοράς µεταξύ 
πιθανότητας και βεβαιότητας αναφέρεται συχνά στη βιβλιογραφία το παράδειγµα µε τα δέκα  
αυγά . Σύµφωνα µε το παράδειγµα αυτό η πιθανότητα  κάποιος στο πρωινό του να έχει φάει 
δέκα αυγά είναι µικρή αντίθετα η βεβαιότητα  ότι ο άνθρωπος µπορεί να φάει δέκα αυγά είναι 
µεγάλη.  
Η µορφή των συναρτήσεων του σχήµατος ( Εικόνα 2-1), που ονοµάζονται συναρτήσεις 
συµµετοχής δεν είναι απαραίτητο να είναι τραπεζοειδής. Μπορεί να είναι τριγωνική, 
Γκαουσιανή γενικευµένη τραπεζοειδής η ακόµα και µια συγκεκριµένη αριθµητική τιµή. 
∆ιάφοροι τύποι συναρτήσεων συµµετοχής που αναπαριστούν ασαφή σύνολα απεικονίζονται 
στην Εικόνα 2-2. 

 
Εικόνα 2-2:∆ιάφοροι τύποι συναρτήσεων συµµετοχής. 

 Η τελευταία περίπτωση ονοµάζεται αυστηρό ή crisp ασαφές σύνολο και είναι ένα εκφυλισµένο 
ασαφές σύνολο. Προσοχή όµως! Η συνάρτηση συµµετοχής πρέπει να έχει συγκεκριµένες 
ιδιότητες προκειµένου να αναπαραστήσει ένα ασαφές σύνολο: Το πεδίο τιµών της πρέπει να 
είναι το σύνολο [0,1] και πρέπει να είναι κυρτή (convex) (Σηµείωση: Η συνάρτηση συµµετοχής 
δεν είναι κυρτή µε την αυστηρά ορισµένη µαθηµατική έννοια του όρου. Μπορεί να είναι γνήσια 
αύξουσα µέχρι την µεγαλύτερη τιµή της και µετά γνήσια φθίνουσα µέχρι το τέλος του πεδίου 
ορισµού της).  

2.1.1 Στοιχεία των ασαφών συνόλων 

Για την αναπαράσταση ενός ασαφούς συνόλου έχουν καθιερωθεί διάφοροι τρόποι. Όταν ένα 
ασαφές σύνολο έχει πεδίο ορισµού Χ που αποτελείται από διακριτές και πεπερασµένες τιµές 
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nxxx ...,, 21 . Το ασαφές σύνολο αναπαρίσταται ως η ένωση των διατεταγµένων ζευγών 

nixx ii ,...2,1:)(/ =µ . Όπου  και ]Xxi ∈ 1,0[)( ∈ixµ  ο αντίστοιχος βαθµός συµµετοχής της 

τιµής . Αν ix A  είναι ασαφές σύνολο τότε έχουµε την ακόλουθη αναπαράσταση 

)}(/...)(/)(/{ 2211 nn xxxxxxA µµµ +++= . Στην περίπτωση που το Χ είναι συνεχές και µη 

πεπερασµένο τότε: { }∫= xxA /)(µ  ή απλούστερα )(xµ . Προσοχή χρειάζεται στον παραπάνω 

συµβολισµό διότι το ‘+’ δεν είναι το σύµβολο της αριθµητικής πρόσθεσης αλλά της ένωσης και 
το ‘/’ δεν είναι το σύµβολο της διαίρεσης αλλά ένας διαχωριστής για να δείξει το διατεταγµένο 
ζεύγος ‘τιµή / βαθµός συµµετοχής τιµής’. Επίσης το ολοκλήρωµα συµβολίζει την ένωση όλων 
των διαταγµένων ζευγών που όταν το Χ είναι συνεχές η ένωση ταυτίζεται µε τη )(xµ  που 
ονοµάζεται συνάρτηση συµµετοχής. Το πεδίου ορισµού της µ(x) ονοµάζεται και universe of 
discourse  (υπερσύνολο αναφοράς) του ασαφούς συνόλου.  
To υποσύνολο του πεδίου ορισµού της συνάρτησης συµµετοχής για το οποίο το πεδίο τιµών 
λαµβάνει τιµές ίσες προς τη µονάδα ονοµάζεται ‘κόρος’  (core) του ασαφούς συνόλου. Αν  
είναι ο κόρος της 

C
)(xµ  τότε γράφουµε: 

1)( =⇔⊆∈ xCx µΥ . 
Το  πλάτος  ενός ασαφούς συνόλου που είναι το εύρος του πεδίου ορισµού του, αποτελεί ένα 
µέτρο της ασάφειας (fuzziness) του όρου που περιγράφει, η οποία αντικατοπτρίζει το βαθµό 
αβεβαιότητας για το συγκεκριµένο όρο. Για παράδειγµα όσο ποιο ξεκάθαρο είναι το γεγονός ότι 
η ταχύτητα γύρω από τα 20km/h είναι µικρή τόσο ποιο ‘στενό’ ασαφές σύνολο µε κόρο στο 20 
χρειάζεται για να την περιγράψει. Όσο όµως η αβεβαιότητα µας για την περιοχή ‘µικρή 
ταχύτητα’ αυξάνεται τόσο ποιο ‘πλατύ’ πρέπει να είναι το ασαφές σύνολο που περιγράφει τον 
όρο ‘µικρή  ταχύτητα’ .   
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Εικόνα 2-3 : Ασάφεια ασαφούς συνόλου 

Στο σχήµα (Εικόνα 2-3) παρουσιάζεται ο όρος ‘µικρή ταχύτητα’ ο οποίος περιγράφει την 
ταχύτητα γύρω από τα 20 km/h µε µικρότερη ασάφεια από τον όρο ‘µικρή ταχύτητα’ του 
σχήµατος (Εικόνα 2-1). Αν είµαστε απόλυτα βέβαιοι ότι η ταχύτητα των 100 km/h και µόνο αυτή 
είναι ‘µεγάλη ταχύτητα’, αυτό εκφράζεται µε ένα αυστηρό (crisp) ασαφές σύνολο µε κόρο την 
τιµή 100 και µε µηδενικό πλάτος (δες Εικόνα 2-3).  
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Η  στήριξη  (support) ενός ασαφούς συνόλου είναι το υποσύνολο του πεδίου ορισµού του για 
το οποίο η συνάρτηση συµµετοχής λαµβάνει µη µηδενικές τιµές. Μαθηµατικά αν  είναι το Υ
universe of discourse  της )(xµ  και S το συµπλήρωµα της γράφουµε:  

( ) 0x S xµ∈ ⊆ ⇔ ≠U  
Κανονικό  ασαφές  σύνολο  (normal fuzzy set) ονοµάζεται το ασαφές σύνολο για το οποίο 
υπάρχει τουλάχιστον µια τιµή στο πεδίο ορισµού του µε βαθµό συµµετοχής µονάδα.  
Ύψος  ασαφούς  συνόλου  (Height), ονοµάζεται η µέγιστη τιµή της συνάρτησης συµµετοχής. 
Ένα κανονικό ασαφές σύνολο έχει ύψος 1 ενώ ένα ασαφές σύνολο µε ύψος µικρότερο του 1 
ονοµάζεται υποκανονικό .  
Τα  όρια  ενός  ασαφούς  συνόλου  (boundaries) ονοµάζονται τα σηµεία του πεδίου ορισµού 
του για τα οποία ισχύει 1)(0 << xµ  είναι δηλαδή όλα τα στοιχεία του συµπληρώµατος του 
ασαφούς συνόλου τα οποία δεν είναι κόρος.  
Κυρτό  ασαφές  σύνολο  (convex fuzzy set) είναι το ασαφές σύνολο το οποίο έχει µονότονα 
αύξουσα η µονότονα φθίνουσα συνάρτηση συµµετοχής. 

2.1.2 Πράξεις µεταξύ ασαφών συνόλων 

Μεταξύ ασαφών συνόλων ορίζονται ορισµένες πράξεις οι βασικότερες από τις οποίες είναι: 
Α)Η  ένωση  (union) 
Β)Η  τοµή  ( intersection) 
Γ) Το  συµπλήρωµα  ενός  ασαφούς  συνόλου  (complement) 
Έστω τρία ασαφή σύνολα A,B,C, που ορίζονται στο πεδίο ορισµού X. Με συναρτήσεις 
συµµετοχής )(),(),( xxx CBA µµµ .  

Η ένωση δίνεται από τη σχέση: 
Xxxxx BABA ∈∀∨=∪ )()()( µµµ         2-1 

Η τοµή δίνεται από τη σχέση:  
Xxxxx BABA ∈∀∧=∩ )()()( µµµ         2-2 

Και  το συµπλήρωµα ενός ασαφούς συνόλου από τη σχέση:  
Xxxx AA ∈∀−= )(1)( µµ          2-3 

Ο αναγνώστης καλείται να παραστήσει γραφικά τις λειτουργίες των σχέσεων 2-1 έως  2-3 για τα 
ασαφή σύνολα ‘µικρή’, ‘µέτρια’ και ‘µεγάλη’ ταχύτητα.  

2.1.3 Τροποποιητές (modifiers) και φράκτες (hedges) ασαφών συνόλων 

Τα ασαφή σύνολα χρησιµοποιούνται ως εργαλείο για να εκφραστούν βασικοί όροι της φυσικής 
ανθρώπινης διαλέκτου (atoms), χρειάζονται ένα µηχανισµό παραγωγής τροποποιηµένων όρων 
από τους βασικούς όρους. Αν δηλαδή έχουµε ένα ασαφές σύνολο που εκφράζει τον λεκτικό όρο 
‘νέος’   τότε θα πρέπει από τον όρο αυτό να υπάρχει η δυνατότητα παραγωγής όρων όπως:  

‘Πολύ νέος’   (very young) 

‘Πολύ πολύ νέος’  (very very young)  



 9

‘ελαφρώς νέος’   (slightly young) 

‘νέος και κάτι’  (plus young) 

‘νεος παρά κάτι’  (minus young) 

κ.τ.λ.  Αν για παράδειγµα ένας λεκτικός όρος ‘Α’ έχει συνάρτηση συµµετοχής ( )A xµ  τότε οι 

συναρτήσεις συµµετοχής των αντίστοιχων όρων παράγονται ως εξής: 
‘Very A’: 2( ) ( )very A Ax xµ µ=         2-4 

‘Very Very A’: 4( ) ( )veryvery A Ax xµ = µ         2-5 

 ‘Plus A’: 1.25( ) ( )plus A Ax xµ µ=         2-6 

‘Minus A’: 0.75( ) ( )Minus A Ax xµ µ=         2-7 

‘Slightly A’: ( ) ( )slightly A Ax xµ = µ         2-8 

 
κ.τ.λ. 
Φυσικά υπάρχουν πάρα πολλοί τροποποιητές (ή φράκτες) π.χ. ο φράκτης ‘µάλλον’ (rather). Οι 
φράκτες µπορούν να οργανωθούν σε υποκατηγορίες ανάλογα µε την τροποποίηση που 
επιτελούν. Για παράδειγµα µπορεί να είναι: 
Συγκεντρώσεις : ‘concentrations’ Εξισώσεις 2-4 έως 2-6. Ονοµάζονται έτσι διότι µειώνουν 
την τιµή του βαθµού συµµετοχής για όλες τις τιµές που έχουν βαθµό συµµετοχής µικρότερο από 
ένα. 
∆ιαστολές : ‘Dilations’  Εξισώσεις 2-7 έως 2-8. Επιτελούν την αντίστροφη διαδικασία από 
την συγκέντρωση. 
Ενδυναµώσεις  : ‘intensifications’   αποτελούν συνδυασµό της συγκέντρωσης και της 
διαστολής. Τιµές της συνάρτησης συµµετοχής µικρότερες από 0.5 γίνονται ακόµα µικρότερες 
ενώ τιµές µεγαλύτερες από 0.5 γίνονται ακόµα µεγαλύτερες. Η ενδυνάµωση ενός ασαφούς 
συνόλου µπορεί να εκφραστεί από την σχέση 2-9: 

2

2

2 ( ) 0 ( ) 0.5
( )

1 2[1 ( )] 0.5 ( ) 1

A A

Intensify A

A A

x if x
x

x if x

µ µ
µ

µ µ

⎧ ≤ ≤
⎪= ⎨
⎪ − − < ≤⎩

     2-9 

Ο  αναγνώστης καλείται να υλοποιήσει τις γραφικές παραστάσεις των φρακτών για ένα ασαφές 
σύνολο. Επίσης καλείται να παράγει το ασαφές σύνολο ‘not very small’ fruit  από τα ασαφή 
σύνολα ‘small’  και ‘red’.  

2.1.4 Τοµές άλφα (α-cuts) 

Έστω ένα ασαφές σύνολο Α µε συνάρτηση συµµετοχής ( )A xµ . Η τοµή-α (‘ cutα − ’ - 

προφέρεται “άλφα κατ” και όχι εϊ κατ) του ασαφούς συνόλου Α είναι ένα νέο ασαφές σύνολο Α΄ 
µε συνάρτηση συµµετοχής 
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( ) 0 ( )

( )
( ) 1

A A

a

A

x if x a
x

a if a x

µ µ
µ

µ

≤ ≤⎧
⎪= ⎨
⎪ ≤ ≤⎩

       2-10  

Είναι προφανές από την παραπάνω σχέση ότι 0 1α≤ ≤ . Αν α=1 τότε το νέο ασαφές σύνολο είναι 
ίδιο µε το αρχικό. Αν α<1 τότε το ασαφές σύνολο που προκύπτει είναι υποκανονικό. Ο 
αναγνώστης καλείται να υλοποιήσει τη γραφική παράσταση για την 0.4-τοµή ενός ασαφούς 
συνόλου. Εφαρµογές των cutα − s θα συναντήσουµε παρακάτω.    

2.2 Ο ασαφής κανόνας 
Εννοιολογικά, ο ασαφής κανόνας είναι ένας µηχανισµός αναπαράστασης της γνώσης, ο οποίος 
προσιδιάζει στον ανθρώπινο τρόπο σκέψης. Τα ασαφή σύνολα που εκφράζουν λεκτικούς όρους 
συνδυάζονται µεταξύ τους και δηµιουργούν ασαφείς κανόνες που αναπαριστούν τη γνώση που 
έχουµε για το σύστηµα. Ένας ασαφής κανόνας αποτελείται από δύο βασικά µέρη α) το τµήµα 
υπόθεσης (premise part) και β) το τµήµα απόδοσης η απόφασης (consequent part). Ένας 
απλός κανόνας είναι της µορφής: 

If x is A then y is B           2-11 

Το τµήµα if x is A είναι το τµήµα υπόθεσης και το τµήµα then y is B το τµήµα απόφασης η 
συµπεράσµατος. Όπου Α  και Β  ασαφή σύνολα. x  είναι η τιµή µιας µεταβλητής εισόδου, η οποία 
ασαφοποιείται  (fuzzyfication) , δηλαδή αποκτά ένα βαθµό συµµετοχής στο ασαφές σύνολο 
Α . y  είναι η έξοδος του συστήµατος που εκφράζει την απόφαση του κανόνα και παρέχεται από 
το µηχανισµό του συµπεράσµατος (inference) σε ασαφή µορφή. Στη συνέχεια το ασαφές 
συµπέρασµα από-ασαφοποιείται µε το µηχανισµό της αποασαφοποίησης (defuzzyfication), 
και προκύπτει µια crisp  τιµή που είναι το τελικό αριθµητικό συµπέρασµα που µπορεί να 
χειριστεί η υπολογιστική µηχανή η ένα αισθητήριο. Ένας κανόνας µπορεί να πάρει διάφορες 
µορφές εκτός από αυτή της εξίσωσης (2-11). Ο κανόνας της (2-11), του οποίου η έξοδος είναι 
ένα ασαφές σύνολο ονοµάζεται κανόνας τύπου mamdani  προς τιµή του Ebrahim Mamdani που 
ήταν από τους πρώτους που εφάρµοσε την ασαφή λογική για να κατασκευάσει ένα ασαφές 
σύστηµα αυτόµατου έλεγχου της ταχύτητας µιας ατµοµηχανής. Άλλοι κύριοι χαρακτηριστικοί 
τύποι κανόνων είναι της µορφής:  

If x is A then y is c           2-12 

Όπου το c είναι αριθµός η µπορεί να θεωρηθεί και crisp  ασαφές σύνολο και: 
If x is A then y is c0+c1 x          2-13 

Όπου . Η σχέση (2-12) προτάθηκε από τους Sugeno-Takagi  και η επέκταση της (2-

13) από τους Takagi-Sugeno-Kang . O ασαφής κανόνας (2-13) είναι ένας από τους 
κυριότερους τύπους ασαφούς κανόνα και χρησιµοποιείται ευρύτατα σε εφαρµογές ανάπτυξης 
ασαφών συστηµάτων. Είναι γνωστός ως κανόνας T-S-K  από τα αρχικά των ερευνητών Takagi-
Sugeno-Kang . Για περισσότερες από µία εισόδους  οι κανόνες επεκτείνονται στις 

αντίστοιχες µορφές: 

ℜ∈10 ,cc

nxxx ,...,, 21

BisyThenAisxandAisxandAisxif nn...2211       2-14 
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Φυσικά µπορούµε να έχουµε και περισσότερες από µία εξόδους. Φαίνεται όµως εύκολα ότι ο 
κανόνας αυτός µπορεί να διασπαστεί σε περισσότερους από ένα κανόνες µιας εξόδου.  

2.2.1 Ασαφής συµπερασµός του στοιχειώδους ασαφούς συστήµατος 
ενός κανόνα 

Το βασικό ζητούµενο είναι ο τρόπος λειτουργίας του ασαφούς κανόνα. Για ευκολία θα 
θεωρήσουµε ένα ασαφές σύστηµα µε ένα κανόνα. Ο τρόπος λειτουργίας του κανόνα διασπάται 
σε τρεις µεγάλες φάσεις: 
Α) Ασαφοποίηση (fuzzification) 
Β) Ασαφής συνεπαγωγή (fuzzy implication) 
C) Αποασαφοποίηση (defuzzyfication) 
Για να καταλάβουµε καλύτερα τις φάσεις αυτές µπορούµε να παρακολουθήσουµε τις 
αναγκαιότητες που εξυπηρετούν. Ας θυµηθούµε λοιπόν ότι η ασαφής λογική δηµιουργήθηκε για 
να βοηθήσει τις υπολογιστικές µηχανές να χειριστούν λεκτικούς όρους. Οι λεκτικοί αυτοί όροι 
µικρό-µέτριο κ.τ.λ. αποθηκεύονται στη µνήµη του υπολογιστή υπό µορφή συναρτήσεων 
συµετοχής που 

nAAA µµµ ,...,,
21

που εκφράζουν τα αντίστοιχα ασαφή σύνολα (δες και 

§2.1.1 σελ. 6). Ας υποθέσουµε επίσης ότι έχουµε ένα φυσικό σύστηµα µε  εισόδους 

και µια έξοδο 

nAAA ,...,, 21

nxxx ,...,, 21

y  η λειτουργία του οποίου διέπεται από ένα κανόνα της µορφής 2-14. για 
απλότητα ας θεωρήσουµε ότι θέλουµε να κατασκευάσουµε ένα ευφυές σύστηµα το οποίο να 
φρενάρει ένα αυτοκίνητο µε ένα κανόνα που ο οδηγός έχει αποκτήσει από την εµπειρία του. 
Έστω ότι οι επιλέγουµε δύο εισόδους ux =1 (ταχύτητα αυτοκινήτου) και (απόσταση από 
το εµπόδιο). 

dx =2

 

 
Εικόνα 2-4: Το σύστηµα της πέδησης του αυτοκινήτου µε δύο εισόδους  

 Η έξοδος του κανόνα (δύναµη πέδησης στο φρένο). Ο ειδικός διατυπώνει τον εξής 
κανόνα: 

Fy =

Αν η ταχύτητα είναι µεγάλη και η απόσταση µικρή τότε δύναµη πέδησης µεγάλη     2-15 

Ας δούµε πως µέσω της ασαφούς λογικής θα δώσουµε στον υπολογιστή να καταλάβει, τι θα µας 
απαντήσει και πως θα συνεννοηθούµε τελικά. 
Ο σχεδιαστής του εκλεκτή θα πρέπει να επιτελέσει τα ακόλουθα βήµατα: 
1. Λεκτικός  διαµερισµός  των  εισόδων:  Θα πρέπει δηλαδή να αναπαραστήσει τις 

µεταβλητές εισόδου και εξόδου µε λεκτικούς όρους. Ένας διαµερισµός των εισόδων και των 
εξόδων φαίνεται στα σχήµατα (Εικόνα 2-5 έως Εικόνα 2-7). 
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Εικόνα 2-5: ∆ιαµερισµός της Εισόδου ‘ταχύτητα’ σε λεκτικούς όρους 

 
Εικόνα 2-6: ∆ιαµερισµός της εξόδου Απόσταση σε λεκτικούς όρους 

 
Εικόνα 2-7: ∆ιαµερισµός της εξόδου ‘∆ύναµη πέδησης’ σε λεκτικούς όρους 

Ο αριθµός των λεκτικών όρων που θα διαµερίσουν µια µεταβλητή η µορφή και οι ακριβείς τους 
θέσεις καθορίζονται από το σχεδιαστή του συστήµατος και αποτελεί ακόµα και σήµερα ένα από 
τα ποιο κρίσιµα και ενεργά πεδία έρευνας στον τοµέα των ασαφών συστηµάτων. Επίσης δεν 
είναι απαραίτητο όλα τα ασαφή σύνολα να είναι ίδιου τύπου. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα 
επιλέγονται γενικευµένες τραπεζοειδής για την είσοδο και για την έξοδο τριγωνικές συναρτήσεις 
συµµετοχής.  
2. ∆ιατύπωση  των  κανόνων:  Έχοντας  διαµερίσει τις εισόδους και τις εξόδους τα ασαφή 

σύνολα µπορούν να αποθηκευτούν στον υπολογιστή υπό µορφή συναρτήσεων. Στη συνέχεια 
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διατυπώνονται οι κανόνες. Στην περίπτωση µας έχουµε ένα κανόνα (σχέση  2-15 σελ. 11). 
Επιλέγοντας τα αντίστοιχα ασαφή σύνολα από κάθε µεταβλητή ο κανόνας µπορεί να 
παρασταθεί γραφικά στην Εικόνα 2-8.  

if ταχύτητα AND απόσταση ΤΗΕΝ ∆ύναµη

  
Εικόνα 2-8: Γραφική παράσταση του ασαφούς κανόνα 

3. Καθορισµός  του  τύπου  της  ασαφούς  συνεπαγωγής  (fuzzy implication): Για να 
κατανοήσουµε τις παραµέτρους της ασαφούς συνεπαγωγής θα πρέπει πρώτα να 
κατανοήσουµε το µηχανισµό της, δηλαδή τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί ο κανόνας. Ας 
υποθέσουµε λοιπόν ότι κατασκευάζεται το ασαφές σύστηµα της πέδησης του αυτοκινήτου 
µε τον ένα  κανόνα που απεικονίζεται στην Εικόνα 2-8. Οι αισθητήρες που µετρούν την 
απόσταση και την ταχύτητα του αυτοκινήτου δίνουν ταχύτητα= 70 km/h και  απόσταση  
30 m . Οι τιµές αυτές εισάγονται στο ασαφές σύστηµα και ασαφοποιούνται. ∆ηλαδή η 
ταχύτητα των 70 km/h είναι µεγάλη  µε βαθµό βεβαιότητας 0.4 και η απόσταση των 30 m 
είναι µικρή µε βαθµό βεβαιότητας 0.2. Το ερώτηµα είναι: πως θα ενεργοποιηθεί ο κανόνας 
που δίνεται στην Εικόνα 2-8 για δώσει αποτέλεσµα? Ο κανόνας λέει: 

Αν η ταχύτητα είναι µεγάλη (είναι µε βεβαιότητα 0.4 ) 
 και  

η απόσταση µικρή (είναι µε βεβαιότητα 0.2) 
 τότε 

 δυναµη πέδησης µεγάλη 

Προφανώς θα πρέπει να βρούµε ένα τρόπο να υλοποιήσουµε το ‘και (and) ’ και το ‘τότε’. Ο 
τρόπος µε τον οποίο υλοποιείται αριθµητικά το και καθορίζεται από τον τύπο του ασαφούς 
συµπερασµού. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι υλοποίησης του AND  οι κυριότεροι είναι µε τον 
τελεστή MIN   και µε τον τελεστή product . O τελεστής Min  λαµβάνει το µικρότερο από τους 
βαθµούς συµµετοχής και παράγει το λεγόµενο βαθµό  εκπλήρωσης  (degree of fulfillment) 
του κανόνα. Ο τελεστής του γινοµένου  υπολογίζει το βαθµό εκπλήρωσης του κανόνα ως το 
αριθµητικό  γινόµενο  των βαθµών συµµετοχής των ασαφοποιηµένων τιµών. Στην περίπτωση 
µας αν εφαρµοστεί το ΜΙΝ ο κανόνας έχει βαθµό εκπλήρωσης 0.2. Αν εφαρµοστεί το γινόµενο ο 
κανόνας έχει βαθµό εκπλήρωσης 0.08. Εννοιολογικά ο βαθµός εκπλήρωσης του κανόνα 
εκφράζει τη βαρύτητα που έχει το αποτέλεσµα του κανόνα. Η βαρύτητα αυτή εκφράζεται (για 
συστήµατα mamdani) µε το αντίστοιχο α-cut  του ασαφούς συνόλου που εκφράζει το 
αποτέλεσµα του κανόνα. Συνεπώς αν είναι  ο βαθµός εκπλήρωσης του κανόνα το αποτέλεσµα 
της εφαρµογής του είναι το α-cut  ασαφές σύνολο της εξόδου του µε 

w
w=α . Στην  Εικόνα 2-9 

παριστάνεται γραφικά ο µηχανισµός του ασαφούς συµπερασµού για τις τιµές ταχύτητα  = 70 
και  απόσταση  = 30 . Το αποτέλεσµα είναι το σκιασµένο ασαφές σύνολο της εξόδου.    
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Εικόνα 2-9: Γραφική παράσταση του ασαφούς συµπερασµού. 

Παρατηρώντας το αποτέλεσµα του κανόνα βλέπουµε ότι αυτό εκφράζεται από ένα υποκανονικό 
ασαφές σύνολο. Το γεγονός ότι είναι υποκανονικό δεν µας πειράζει καθόλου. Το ερώτηµα όµως 
είναι το πως θα αξιοποιηθεί από το µηχανισµό που θα ασκήσει την πίεση στο φρένο. Το  
µηχανικό σύστηµα που θα ασκήσει την πίεση καταλαβαίνει µόνο σαφείς αριθµητικές τιµές και 
όχι ασαφείς όρους. Στο σηµείο αυτό αναφέρεται το τελικό βήµα της σχεδίασης  
4. Μέθοδος αποασαφοποίησης  (defuzzyfication). Η διαδικασία της αποασαφοποίησης 

είναι αντίθετη αυτής της ασαφοποίησης και παράγει µια αυστηρά αριθµητική (τιµή crisp 
τιµή) από ένα ασαφές σύνολο. Είναι δηλαδή µια απεικόνιση, η οποία απεικονίζει ένα ασαφές 
σύνολο σε ένα πραγµατικό αριθµό. Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι αποασαφοποίησης:  
I. Αποασαφοποίηση  κεντρικής  τιµής  (centroid defuzzyfication or center of 

area ): Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή υπολογίζεται το κέντρο  βάρους  της κατανοµής 
του ασαφούς συνόλου δίνεται από τη σχέση: 

∫
∫ ⋅

=
dxx

dxxx
x

)(

)(
*

µ

µ
         2-16 

ο υπολογισµός της κεντρικής τιµής της σκιασµένης επιφάνειας του ασαφούς συνόλου της 
εξόδου δίνει τον πραγµατικό αριθµό 83. Αυτή είναι και η τιµή, η οποία θα δοθεί στο 
µηχανικό σύστηµα το οποίο θα πιέσει το φρένο. Αν δηλαδή η δύναµη πέδησης µετριέται 
π.χ. σε Ν τότε στο φρένο θα πρέπει να ασκηθεί δύναµη 83Ν.   

II. Αποασαφοποίηση  µέσου  όρου  των  µεγίστων  (mean of maxima or mom): 
σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή υπολογίζεται ο µέσος όρος των µέγιστων τιµών του 
ασαφούς συνόλου της εξόδου. Υπενθυµίζεται για πολλοστή φορά ότι το ασαφές 
σύνολο το οποίο αποασαφοποιείται είναι η σκιασµένη περιοχή της εξόδου του κανόνα ( 
Εικόνα 2-9). Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή λαµβάνονται οι τιµές του πεδίου ορισµού 
που έχουν το µεγαλύτερο βαθµό συµµετοχής και υπολογίζεται η µέση τιµή τους. Η 
εφαρµογή της µεθόδου mom στο παράδειγµα που εξετάζουµε δίνει αποτέλεσµα 86.5 
Ν .  

III. Αποασαφοποίηση  άθροισης  των  µεγίστων  (sum of maxima som): Η µέθοδος 
αυτή υπολογίζει το άθροισµα των µέγιστων τιµών.  

2.2.2 Ασαφής συµπερασµός συστήµατος µε περισσότερους του ενός 
ασαφείς κανόνες. 

Τα περισσότερα ασαφή συστήµατα εµπλέκουν περισσότερους του ενός κανόνες. Στο παράδειγµα 
της πέδησης του αυτοκινήτου µπορούµε να προσθέσουµε περισσότερους κανόνες και να 
δηµιουργήσουµε τη λεγόµενη βάση  κανόνων  (rule base). Έστω λοιπόν ότι δηµιουργούµε 
την ακόλουθη βάση που αποτελείται από τρεις κανόνες: 
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1 :R Αν ταχύτητα µεγάλη και απόσταση µικρή τότε δύναµη πέδησης µεγάλη 

:2R Αν ταχύτητα µεγάλη και απόσταση µέτρια τότε δύναµη πέδησης µέτρια  

:3R Αν ταχύτητα µέτρια και απόσταση µέτρια τότε δύναµη πέδησης µέτρια 

Εικόνα 2-10: Λεκτική διατύπωση τριών κανόνων 

Για το σχεδιασµό του συστήµατος θα πρέπει να ακολουθήσουµε τα βήµατα της προηγούµενης 
παραγράφου. Συνεπώς: 
1. Λεκτικός  διαµερισµός  των  εισόδων : όπως και στην προηγούµενη παράγραφο (Εικόνα 

2-5 έως Εικόνα 2-7). 
2. ∆ιατύπωση  των  κανόνων : δες Εικόνα 2-10. 
3. Καθορισµός  του  τύπου  της  ασαφούς  συνεπαγωγής  (fuzzy implication). 

Επιλέγουµε ΜΙΝ .  
4. Αποασαφοποίηση: Επιλέγουµε  αποασαφοποίηση  κεντρικής  τιµής .  
Στο σηµείο αυτό απαιτείται ένα ακόµα σηµαντικότατο βήµα στο σχεδιασµό µετά το βήµα 3 και 
πρίν το βήµα 4. Το βήµα της Ασαφούς συνάθροισης των κανόνων (fuzzy aggregation). Για να 
κατανοήσουµε το βήµα αυτό ας παραστήσουµε γραφικά τους τρείς κανόνες (Εικόνα 2-10) και ας 
παρακολουθήσουµε τη λειτουργία τους. Με δεδοµένο το λεκτικό διαµερισµό των εισόδων και 
της εξόδου (Εικόνα 2-5 έως Εικόνα 2-7), επιλέγουµε τα κατάλληλα ασαφή σύνολα οπότε οι 
κανόνες στην Εικόνα 2-10 απεικονίζονται γραφικά στην Εικόνα 2-11. 

 

Α 

Β 

Γ 

∆ 

 
Εικόνα 2-11: Ασαφές σύστηµα τριών κανόνων. 

 Για τιµές εισόδου [70,30] παρατηρούµε πως ασαφοποιούνται οι τιµές, πως ενεργοποιείται κάθε 
κανόνας και τα αντίστοιχα α-cuts που δηµιουργούνται στις εξόδους κάθε κανόνα. Ενδιαφέρον 
παρουσιάζει το γεγονός ότι στην διατύπωση των κανόνων (Εικόνα 2-10) οι κανόνας 2 και 3 
έχουν το ίδιο τµήµα απόφασης. Παρατηρούµε όµως για συγκεκριµένες τιµές (Εικόνα 2-11) τα 
συµπεράσµατα του κανόνα 2 και 3 είναι διαφορετικά ασαφή σύνολα (σκιασµένες περιοχές) 
γεγονός που οφείλεται στο διαφορετικό βαθµό εκπλήρωσης κάθε κανόνα για τις ίδιες τιµές 
εισόδου. Άρα λοιπόν για ταχύτητα=70 km/h και απόσταση =30 m, οι κανόνες ενεργοποιούνται 
και κάθε ένας προτείνει το δικό του ασαφές συµπέρασµα  ο κανόνας 1 προτείνει το ασαφές 
σύνολο Α (σκιασµένη περιοχή), ο κανόνας 2 προτείνει το Β (σκιασµένη περιοχή) και ο κανόνας 
3 προτείνει το ασαφές σύνολο Γ (σκιασµένη περιοχή). Ενώ στην προηγούµενη παράγραφο 
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είχαµε ένα ασαφές συµπέρασµα το οποίο αποασαφοποιήσαµε εδώ έχουµε τρία ασαφή 
συµπεράσµατα. Τα τρία αυτά συµπεράσµατα θα πρέπει να τα συνθέσουµε καταρχήν σε ένα 
ασαφές συµπέρασµα ο µηχανισµός που υλοποιεί αυτή τη σύνθεση ονοµάζεται ασαφής  
συνάθροιση  των  κανόνων  (fuzzy aggregation). Υλοποιείται µε διάφορους τρόπους ο 
βασικότερος είναι µε την εφαρµογή του τελεστή ΜΑΧ . Εφαρµόζοντας τον τελεστή ΜΑΧ  στα 
ασαφή σύνολα Α,Β,Γ, προκύπτει το ασαφές σύνολο ∆ σύµφωνα µε τη σχέση 2-1 σελ. 8. Στη 
συνέχεια το ασαφές αυτό σύνολο αποασαφοποιείται  µε εφαρµογή µιας µεθόδου 
αποασαφοποίησης (π.χ. centroid) και προκύπτει η τελική πραγµατική τιµή που είναι το 
αποτέλεσµα του συστήµατος των τριών κανόνων. Άρα  
Είσοδος: {ταχύτητα=70 km/h , Απόσταση =30 m} → Έξοδος {∆ύναµη πέδησης 52.2 Ν}. 
Ο µηχανισµός του ασαφούς συµπερασµού µπορεί να παρασταθεί γραφικά στο παρακάτω 
διάγραµµα ροής: 

Α
σα
φο
πο
ίη
ση

Fu
zz

yf
ic

at
io

n

Ασαφής Συνεπαγωγή
(fuzzy implication)

Συ
νά
θρ
οι
ση

(a
gg

re
ga

tio
n)

Αποασαφοποίηση
(defuzzyfication)

Είσοδος crisp
Έξοδος cisp

 

Εικόνα 2-12:∆ιάγραµµα ροής του Ασαφούς Συµπερασµού. 

2.3 Εξαγωγή κανόνων από αριθµητικά δεδοµένα 
Στα προηγούµενα παραδείγµατα διατυπώσαµε κανόνες που προέκυψαν από την εµπειρία 

ενός ειδικού. Συχνά όµως το σύστηµα που θέλουµε να µοντελοποιήσουµε η να ελέγξουµε 
αντιµετωπίζεται ως ‘µαύρο κουτί’ και η πληροφορία που είναι διαθέσιµη για τη λειτουργία του 
είναι διαθέσιµη ως υπό µορφή ζευγών δεδοµένων εισόδου-εξόδου που εκφράζουν διέγερση-
απόκριση αντίστοιχα. Ο σχεδιαστής του συστήµατος πρέπει να αναγνωρίσει τον αριθµό και τη 
θέση των κανόνων από τα δεδοµένα. Το πρόβληµα αυτό είναι γνωστό στη βιβλιογραφία ως 
προσδιορισµός δοµής (structure identification) και αποτελεί ένα από το ποιο ενεργά πεδία 
έρευνας στον τοµέα των ασαφών συστηµάτων.  

Οι Sugeno-Yasukava συστηµατοποίησαν το πρόβληµα του προσδιορισµού δοµής στο 
διάγραµµα της Εικόνα 2-13. υποστηρίζουν µάλιστα ότι η σηµαντικότητα του κάθε βήµατος είναι 
αντίστοιχα 100:10:1 για τύπο Ι:ΙΙ:προσδιορισµός παραµέτρων. Ο τύπος Ι σχετίζεται µε τον 
προσδιορισµό των εισόδων του συστήµατος. Ο τύπος Ια παριστάνει την επιλογή των εισόδων 
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που επιδρούν στο σύστηµα και ο µόνος τρόπος επιλογής είναι διαισθητικός. Η επιλογή αυτή 
καταλήγει σε ένα σύνολο υποψηφίων εισόδων που σύµφωνα µε τη γνώση του ειδικού 
επηρεάζουν τη λειτουργία του συστήµατος. Από αυτό το σύνολο κάποιες είσοδοι µπορεί να µην 
επιδρούν σηµαντικά οπότε πρέπει να αφαιρεθούν. Στη βιβλιογραφία έχουν αναπτυχθεί µέθοδοι 
που µε δεδοµένο το σύνολο των υποψηφίων εισόδων υπολογίζουν ένα υποσύνολο από εισόδους 
που επιδρούν σηµαντικά στην έξοδο του συστήµατος. Ο προσδιορισµός του υποσυνόλου αυτού 
είναι ο προσδιορισµός δοµής τύπου Ιβ.   

Τύπος Ια
Προσδιορισµός
υποψηφίων
Εισόδων

Προσδιορισµός
 ∆οµής

Τύπος Ι

Τύπος Ιβ
Προσδιορισµός
σηµαντικών
εισόδων

Τύπος ΙΙα
Αριθµός
κανόνων

Τύπος ΙΙ

Τύπος ΙΙβ
διαµερισµός
εισόδων

Αναγνώριση
παραµέτρων

  
Εικόνα 2-13: Το πρόβληµα του προσδιορισµού δοµής του ασαφούς συστήµατος. 

Με δεδοµένο το υποσύνολο των σηµαντικών εισόδων ακολουθεί ο διαµερισµός τους σε 
λεκτικούς όρους (τύπος ΙΙ). Μετά το διαµερισµό των εισόδων (τύπος ΙΙβ) πρέπει να καθοριστεί ο 
αριθµός των κανόνων (τύπος ΙΙα) και οι ακριβείς τους θέσεις (αναγνώριση των παραµέτρων) 
που καθορίζονται από τον προσδιορισµό των παραµέτρων που καθορίζουν τη θέση και το 
πλάτος κάθε εµπλεκόµενου ασαφούς συνόλου (π.χ. προκειµένου για γκαουσιανές συναρτήσεις 

συµµετοχής πρέπει να καθοριστεί το µέσο  και η τυπική απόκλιση m σ , ))(exp( 2

2

σ
mx −

−  ) κάθε 

µιας. Ο υπολογισµός των παραµέτρων ονοµάζεται συχνά και εκπαίδευση του ασαφούς 
συστήµατος και επιτυγχάνεται µε µεθόδους µη γραµµικής βελτιστοποίησης όπως Γενετικούς η 
γενικότερα εξελικτικούς αλγόριθµους, µεθόδους κλίσης όπως back-propagation, Levemberg-
marquat, κ.τ.λ. Όσον αφορά τον αριθµό των κανόνων µια µεγάλη οµάδα µεθόδων της 
βιβλιογραφίας στηρίζεται σε µεθόδους οµαδοποίησης δεδοµένων (clustering).  

2.3.1 Τύποι διαµερισµού του χώρου των εισόδων 

Υπάρχουν τρεις τύποι διαµερισµού του χώρου των εισόδων : 
∆ιαµερισµός  τύπου  πλέγµατος : Σύµφωνα µε το διαµερισµό αυτό κάθε ασαφής µεταβλητή 
εισόδου mixi ,...2,1= , όπου  ο αριθµός των εισόδων του µοντέλου, διαµερίζεται σε ένα 

προκαθορισµένο αριθµό  από λεκτικούς όρους. Αν 

m

ipx iX~  είναι  το σύνολο των λεκτικών όρων 
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που διαµερίζουν ασαφώς την  τότε ο χώρος των εισόδων διαµερίζεται σε  ασαφείς 

υποπεριοχές. Οι ασαφείς αυτές υποπεριοχές σχηµατίζονται µε όλους τους δυνατούς 
συνδυασµούς των λεκτικών όρων που εκφράζονται από το καρτεσιανό γινόµενο 

. Η αντιµετώπιση αυτή έχει το βασικό µειονέκτηµα ότι ο αριθµός των 

υποπεριοχών που σχηµατίζονται αυξάνεται εκθετικά µε τον αριθµό των διαστάσεων.  

ix ∏
=

m

i
ipx

1

mXXX ~~~
21 ×⋅⋅⋅××

∆ιαµερισµός  τύπου  δένδρου  : Ο διαµερισµός αυτός δηµιουργεί µια ιεραρχική δοµή 
(Hierarchical structure), σύµφωνα µε την οποία η πρώτη µεταβλητή εισόδου εξετάζεται µε 
ένα σύνολο από κριτήρια για το αν θα πρέπει να διαιρεθεί σε δύο ασαφείς υποπεριοχές. Κάθε 
ασαφής υποπεριοχή εξετάζεται ως προς την επόµενη µεταβλητή για το αν θα πρέπει να διαιρεθεί 
σε υποπεριοχές κ.τ.λ. Ο αλγόριθµος συνεχίζεται αναδροµικά µέχρι την εξέταση όλων των 
µεταβλητών. Το µειονέκτηµα αυτής της αντιµετώπισης είναι ότι το δένδρο που δηµιουργείται 
από την αναδροµική διαδικασία αυξάνει απαγορευτικά σε µέγεθος, δηµιουργώντας µεγάλο 
αριθµό από υποπεριοχές. Ο αριθµός των υποπεριοχών που δηµιουργούνται είναι φυσικά αρκετά 
µικρότερος από τον αριθµό που δηµιουργείται από το διαµερισµό τύπου πλέγµατος. Επίσης, 
µειονέκτηµα του διαµερισµού αυτού είναι η δηµιουργία υποπεριοχών χωρίς δεδοµένα, άρα 
κανόνων µε χαµηλό πληροφοριακό περιεχόµενο και τέλος, οι µεταβλητές εξετάζονται µία προς 
µία, γεγονός που µπορεί να οδηγήσει το διαµερισµό σε λύσεις υποβέλτιστες.  
∆ιαµερισµός  διανεµηµένου  τύπου: Σύµφωνα µε τον διαµερισµό αυτό κάθε υποπεριοχή του 
χώρου των εισόδων καλύπτεται ανεξάρτητα από τις άλλες υποπεριοχές. Η κάλυψη αυτή των 
υποπεριοχών οδηγείται από τα δεδοµένα του συνόλου δεδοµένων εισόδου εξόδου που είναι 
διαθέσιµα. Ο τύπος αυτός είναι περισσότερο ευέλικτος από τους προηγούµενους και µπορεί να 
διαµερίσει το χώρο των εισόδων σε περιορισµένο αριθµό υποπεριοχών ανεξάρτητα από τον 
αριθµό των εισόδων. Κάθε υποπεριοχή είναι ανεξάρτητη από τις άλλες και έχει τη δυνατότητα 
να καλύψει µόνο εκείνες τις περιοχές του χώρου που είναι απαραίτητο να καλυφτούν. Η 
αντιµετώπιση αυτή δεν παρουσιάζει το µειονέκτηµα της ‘κατάρας των διαστάσεων’ (The curse 
of dimensionallity). Κάθε διαµερισµός πρέπει να ικανοποιεί ένα σύνολο από κριτήρια τα 
οποία καθορίζουν την ποιότητα του. Στην Εικόνα 2-14 απεικονίζονται οι τρεις τύποι 
διαµερισµού του χώρου των εισόδων.  

(c)(a) (b)
(x1

(x2

 
Εικόνα 2-14: Οι τρεις τύποι διαµερισµού του χώρου των εισόδων. (a) ∆ιαµερισµός τύπου πλέγµατος, (b) 

∆ιαµερισµός τύπου δένδρου και (c) ∆ιαµερισµός διανεµηµένου τύπου 

Στη συνέχεια δίνεται ένα παράδειγµα προσδιορισµού της δοµής ενός ασαφούς συστήµατος από 
αριθµητικά δεδοµένα που βασίζεται σε διαµερισµό του χώρου των εισόδων διανεµηµένου 
τύπου. 
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2.3.2 Παράδειγµα προσδιορισµού δοµής ασαφούς συστήµατος από 
αριθµητικά δεδοµένα  

Πρόβληµα  -  Για την αξιολόγηση των φοιτητών σε γραπτές εξετάσεις λαµβάνεται υπόψη εκτός 
από το βαθµό που έγραψε ένας φοιτητής και η δυσκολία του εξεταζόµενου θέµατος. Ο βαθµός 
που γράφει ένας φοιτητής κυµαίνεται στο εύρος [0,10] και η δυσκολία του εξεταζόµενου 
θέµατος στο εύρος [10,100]. Ενδεικτικές τιµές φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

Βαθµός ∆υσκολίας  
[10,100] 

 Είσοδος x1

Βαθµός Φοιτητή  
[0,10] 

Είσοδος x2

Τελικός Βαθµός 
Έξοδος→y 

10 8 5 
70 6 9 
80 7 8 
90 5 7 
100 5 8 
5 5 3 

 Πίνακας 2-1: Προδιαγραφές µοντέλου εξέτασης 

Να σχεδιαστεί ένα ασαφές σύστηµα το οποίο να αποφασίζει για την τελική βαθµολογία ενός 
φοιτητή. 
Αντιµετώπιση-  Προφανώς θα πρέπει να προσδιορίσουµε τη δοµή του συστήµατος. 
Θεωρώντας ότι και οι δύο είσοδοι είναι σηµαντικές θα ασχοληθούµε µόνο µε τον προσδιορισµό 
δοµής τύπου Ιιβ δηλαδή τον προσδιορισµό του αριθµού των κανόνων και το διαµερισµό των 
εισόδων και της εξόδου. Αν ακολουθήσουµε τη φιλοσοφία της οµαδοποίησης των δεδοµένων 
(clustering) ο στόχος µας είναι να οµαδοποιήσουµε τα δεδοµένα. Εργαζόµαστε λοιπόν ως 
εξής: 
Στο χώρο των εισόδων  και στο χώρο της εξόδου 21 xx − y  απεικονίζονται τα δεδοµένα υπό 
µορφή διαγράµµατος διασποράς (scatter plot). 

 
Εικόνα 2-15:∆ιάγραµµα διασποράς των δεδοµένων στο χώρο εισόδων και εξόδου 

∆ιακρίνουµε δύο οµάδες δεδοµένων. Η µία είναι για µικρό  και µέτριο προς µεγάλο οπότε 

η έξοδος είναι µέτρια. Η άλλη είναι για µεγάλο  και µέτριο  οπότε η έξοδος είναι µεγάλη. 
Παρατηρούµε λοιπόν ότι ή φιλοσοφία του συστήµατος διακρίνεται από δύο ασαφείς κανόνες: 

1x 2x

1x 2x

 



 20

R1:  Αν  ο  βαθµός  δυσκολίας  είναι  µικρός  και  ο  βαθµός  που  γράφει  ο  φοιτητής  
είναι  µέτριος  προς  µεγάλος  τότε  ο  τελικός  βαθµός  του  είναι  µέτριος .  
 
R2:  Αν  ο  βαθµός  δυσκολίας  είναι  πολύ  µεγάλος  και  ο  βαθµός  που  γράφει  ο  
φοιτητής  είναι  µέτριος  τότε  ο  τελικός  βαθµός  του  είναι  µεγάλος  προς  µέτριο .  

Εικόνα 2-16:Εξαγωγή κανόνων από δεδοµένα 

Στο παρακάτω σχήµα παριστάνεται και γραφικά η οµαδοποίηση: 

R1

R2

 
Εικόνα 2-17: Γραφική παράσταση της οµαδοποίησης των δεδοµένων. 

R1

R2

1
1A 1

2A

2
1A

1B 2B
 

Εικόνα 2-18:Τοποθέτηση των ασαφών συνόλων διαµερισµού των εισόδων και της εξόδου. 

Χρειαζόµαστε λοιπόν δύο κανόνες για να περιγράψουµε το σύστηµα και κατά µια έννοια έχουµε 
επιτύχει και την εξαγωγή γνώσης (knowledge extraction) από τα δεδοµένα υπό µορφή 
λεκτικών κανόνων (rule extraction). Το επόµενο βήµα είναι να γίνει ο διαµερισµός των 
εισόδων και της εξόδου. Η διαδικασία αυτή µπορεί να γίνει και πάλι γραφιστικά. Η είσοδος  

θα διαµεριστεί σε δύο ασαφείς όρους µικρό και πολύ µεγάλο. Η είσοδος θα διαµεριστεί σε 
µια περιοχή που εκφράζει το λεκτικό όρο µέτριο προς µεγάλο. Περίεργο? Καθόλου! Τα 
δεδοµένα που έχουµε περιγράφονται έτσι. Αν είχαµε περισσότερα δεδοµένα πιθανόν να είχαµε 
και περισσότερους κανόνες. Η έξοδος θα διαµεριστεί σε δύο λεκτικούς όρους µέτρια και µεγάλη. 
Ας δούµε τώρα πώς θα τοποθετήσουµε τα ασαφή σύνολα που αντιστοιχούν στους ασαφείς 
όρους. Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε γκαουσιανές συναρτήσεις συµµετοχής 
για να περιγράψουµε τα ασαφή σύνολα. Οι συναρτήσεις αυτές δίνονται από τη σχέση: 

1x

2x

2

2)(

)( σµ
mx

ex
−

−
=            2-17 
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Στην Εικόνα 2-19 παρουσιάζεται η φυσική ερµηνεία των παραµέτρων της συνάρτησης 
συµµετοχής. Η παράµετρος  καθορίζει τη θέση της ενώ η παράµετρος m σ  το πλάτος που 
εκφράζει όπως έχουµε πει την ασάφεια του ασαφούς συνόλου.  

 
Εικόνα 2-19:Παράµετροι γκαουσιανής 

Με δεδοµένο ένα σύνολο σηµείων είναι προφανές ότι το κέντρο  θα προκύψει από το µέσο 
όρο των προβολών των σηµείων που ανήκουν σε µια οµάδα στον αντίστοιχο άξονα. Η 
παράµετρος 

m

σ  µπορεί να προκύψει υπολογίζοντας την τυπική απόκλιση της κατανοµής. Η 
τυπική απόκλιση εκφράζει το πόσο συγκεντρωµένα είναι τα σηµεία γύρω από τη µέση τιµή. Αν 
τα σηµεία είναι πολύ συγκεντρωµένα γύρω από τη µέση τιµή η τυπική απόκλιση είναι µικρή άρα 
και το ασαφές σύνολο στενό (Λογικό? Γιατί?). Αντίθετα αν τα σηµεία παρουσιάζουν µεγάλη 
διασπορά η τυπική απόκλιση είναι µεγάλη και το ασαφές σύνολο πλατύ (τι σηµαίνει αυτό µε 
όρους ασάφειας?). Μια άλλη φιλοσοφία είναι να τοποθετήσουµε τη συνάρτηση συµµετοχής στο 
µέσο όρο της κατανοµής και το πλάτος να το καθορίσουµε έτσι ώστε όλα τα σηµεία που 
ανήκουν στην αντίστοιχη οµάδα να έχουν βαθµό συµµετοχής µεγαλύτερο από ένα όριο π.χ. 0.5. 
αυτό σηµαίνει ότι τα σηµεία πού ανήκουν στο αντίστοιχο ασαφές σύνολο όταν ασαφοποιηθούν 
θα περιγράφονται από αυτό µε βαθµό βεβαιότητας τουλάχιστον 0.5. Με βάση τα παραπάνω 
τοποθετούµε τις συναρτήσεις συµµετοχής σε κάθε άξονα και διαµερίζουµε τις µεταβλητές 
εισόδου και εξόδου. Ο αναγνώστης καλείται να κάνει τους υπολογισµούς για τις τιµές που 
αναφέρονται στον πίνακα (Πίνακας 2-1 σελ. 19). Στη συνέχεια ακολουθεί η κατασκευή των 
κανόνων επιλέγοντας τους αντίστοιχους λεκτικούς όρους από κάθε µεταβλητή. Η διαδικασία 
αυτή αναφέρεται στη βιβλιογραφία και ως ‘απόδοση  συντεταγµένων  στους  κανόνες’ (rule 
coordination). ∆ηµιουργούνται οι εξής κανόνες µε βάση την Εικόνα 2-18: 

1
2

12
1
11

1 : BisythenAisxandAisxifR  

2
2

12
1
21

2 : BisythenAisxandAisxifR  
Ο αναγνώστης καλείται να παραστήσει γραφικά τους προηγούµενους κανόνες όπως στην Εικόνα 
2-11 και να υπολογίσει τις τιµές εξόδου για κάθε τιµή εξόδου ακολουθώντας τη διαδικασία του 
ασαφούς συµπερασµού που παρουσιάζεται στην Εικόνα 2-12 σελ. 16.  
Όταν έχουµε δύο εισόδους και δεδοµένα τα οποία είναι οµαδοποιηµένα σε καθαρές οµάδες τότε 
τα πράγµατα είναι εύκολα. Στην πράξη όµως αυτό συµβαίνει πολύ σπάνια. Συνήθως έχουµε να 
αντιµετωπίσουµε προβλήµατα µε 10 η και 50 εισόδους όπου δεν υπάρχει εποπτεία και τα 
δεδοµένα δεν είναι οµαδοποιηµένα σε καθαρά clusters . Για το λόγο αυτό έχει αναπτυχθεί 
πληθώρα µεθόδων οµαδοποίησης µε κυριότερους εκπρόσωπου τις µεθόδους C-means, fuzzy 
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C—means, k- nearest clustering, subtractive clustering κ.τ.λ. το βασικό µειονέκτηµα αυτής της 
φιλοσοφίας είναι ότι οµαδοποιούν δεδοµένα στην είσοδο τα οποία είναι γειτονικά µεταξύ τους, 
χωρίς να τους ενδιαφέρει τι γίνεται στην έξοδο. Για το λόγο αυτό πολλές φορές οδηγούν σε 
κανόνες που δεν είναι αντιπροσωπευτικοί.. 

2.3.3 Εκπαίδευση του συστήµατος 

Το ασαφές σύστηµα που προκύπτει από τη διαδικασία που είδαµε στα προηγούµενα παρέχουν 
ένα αρχικό ασαφές µοντέλο για το οποίο έχουν καθοριστεί ο αριθµός των κανόνων και η αρχική 
τους θέση. Αν δηµιουργήσουµε το ασαφές σύστηµα µε τον τρόπο αυτό και εισάγουµε τις τιµές 
εισόδου των προδιαγραφών του πίνακα (Πίνακας 2-1 σελ. 19), θα παρατηρήσουµε ότι µας 
δίνουν αποκλίσεις από τις επιθυµητές τιµές που µπορεί να είναι και µη αποδεκτές. Αν 
µετακινήσουµε λίγο τα ασαφή σύνολα στην είσοδο και την έξοδο θα δούµε ότι η κατάσταση 
µπορεί να βελτιωθεί. Η τελευταία φάση λοιπόν στο σχεδιασµό του συστήµατος είναι ο ακριβής 
προσδιορισµός των παραµέτρων του, δηλαδή των κέντρων και των αποκλίσεων των ασαφών 
συνόλων ώστε να προσαρµοστεί όσο το δυνατόν ποιο πιστά στις δοθείσες προδιαγραφές. Η 
προσαρµογή αυτή που ονοµάζεται εκπαίδευση του συστήµατος πραγµατοποιείται µε µεθόδους 
µη γραµµικής βελτιστοποίησης. Εξέχουσα θέση κατέχουν οι γενετικοί αλγόριθµοι οι οποίοι 
αρχικά χρησιµοποιήθηκαν ως αλγόριθµοι προσδιορισµού, των παραµέτρων προκαθορισµένων 
δοµών ασαφών συστηµάτων. Στις µεθόδους αυτές αναγνωρίστηκε η ικανότητα των γενετικών 
αλγορίθµων σε σχέση µε άλλες µεθόδους βελτιστοποίησης (π.χ. µεθόδους κλίσης όπως back-
propagation) να απεγκλωβίζονται από τοπικά βέλτιστα. Το γεγονός αυτό οφείλεται στο ότι οι 
γενετικοί κατανέµουν τη διαδικασία της διερεύνησης σε όλο το χώρο λύσεων διερευνώντας 
παράλληλα και ανεξάρτητα διαφορετικές περιοχές. Η ιδιότητα τους αυτή βέβαια είναι ευλογία 
και κατάρα ταυτόχρονα όταν χρησιµοποιούνται για εκπαίδευση, διότι ενώ εντοπίζουν σχετικά 
γρήγορα την περιοχή που βρίσκεται η βέλτιστη λύση δυσκολεύονται να την προσδιορίσουν 
ακριβώς αφού η διερεύνηση είναι κατανεµηµένη και σε άλλες περιοχές του χώρου λύσεων. Για 
το σκοπό αυτό οι γενετικοί εφοδιάζονται µε ειδικούς τελεστές που συγκεντρώνουν η 
ανακατανέµουν δυναµικά τη διαδικασία της διερεύνησης κατά τη διάρκεια της εξελικτικής 
διαδικασίας µε στόχο την επιτάχυνση της εύρεσης λύσης. Ιδιαίτερη σηµασία κατά τη διάρκεια 
της εκπαίδευσης έχει το φαινόµενο της υπερεκπαίδευσης  (overtrainning). Όταν ένα 
σύστηµα υπερεκπαδευτεί τότε προσεγγίζει ακριβώς τις δεδοµένες προδιαγραφές για τις οποίες 
εκπαιδεύεται υστερεί όµως σηµαντικά στις ικανότητες γενίκευσης (generalization). Αν δηλαδή 
στην είσοδο του έρθει µια τιµή που δεν ανήκει στα δεδοµένα εκπαίδευσης το σύστηµα θα δώσει 
εντελώς λανθασµένη έξοδο. Όταν ένα σύστηµα υπερκπαιδευτεί αποστηθίζει τα δεδοµένα 
εκπαίδευσης και δεν µαθαίνει τη δυναµική που διέπει τα δεδοµένα, συνεπώς λειτουργεί ως 
µνήµη και είναι άχρηστο. Το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίζεται συνήθως διασπώντας το σύνολο 
εκπαίδευσης σε δύο υποσύνολα. Το σύστηµα εκπαιδεύεται χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του 
ενός συνόλου και η συµπεριφορά του ελέγχεται και στα δύο υποσύνολα. Ο στόχος είναι η 
προσαρµογή των παραµέτρων έτσι ώστε το σύστηµα να προσεγγίζει ικανοποιητικά τα δεδοµένα 
και των δύο συνόλων. Ένας εµπειρικός σχεδιαστικός κανόνας για την αποφυγή του φαινοµένου 
είναι: 
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ο αριθµός των προσαρµοζόµενων παραµέτρων του συστήµατος πρέπει να είναι το πολύ ο 
µισός από τον αριθµό των δεδοµένων. 
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3 Το περιβάλλον προγραµµατισµού matlab 
Το MATLAB®  είναι µια υψηλής απόδοσης γλώσσα η οποία συνοδεύεται από ένα εύχρηστο 
προγραµµατιστικό περιβάλλον για προγραµµατισµό, τεχνικούς υπολογισµούς και οπτικοποίηση 
(visualization) των δεδοµένων. Η βασική έννοια στο περιβάλλον MATLAB® είναι ο πίνακας 
(matrix). Μάλιστα το όνοµα MATLAB® προέρχεται από τα αρχικά Matrix Laboratory . Οι 
πίνακες (matrices), τα διανύσµατα (vectors) που είναι µονοδιάστατοι πίνακες και οι 
µεταβλητές, δηλώνονται και δηµιουργούνται αυτόµατα µε τη χρήση τους χωρίς περιττές 
δηλώσεις που αφορούν τον τύπο  το µέγεθος και τις διαστάσεις (dimensioning προκειµένου για 
πίνακες.). το γεγονός αυτό παρέχει µεγάλη ευχρηστία και ταχύτητα στον προγραµµατισµό 
ιδιαίτερα στην επίλυση προβληµάτων που µορφοποιούνται υπό µορφή πινάκων. Επίσης, είναι 
εφοδιασµένο µε πληθώρα συναρτήσεων π.χ. εύρεση ορίζουσας, υπολογισµό αντίστροφου, 
διαχείριση υποπινάκων χωρίς να είναι απαραίτητη η δηµιουργία πολύπλοκων συναρτήσεων, 
δέσµευση και αποδέσµευση µνήµης (γίνεται αυτόµατα). Επίσης, παρέχει ισχυρές δυνατότητες 
οπτικοποίησης των αποτελεσµάτων µε ταχύτητα και ευκολία. Το µειονέκτηµα που έχει είναι ότι 
οι εντολές που δίνουµε δεν µπορούν να δηµιουργήσουν αυτόνοµη εφαρµογή (standalone 
executable), αλλά χρειάζονται το περιβάλλον για να εκτελεστούν. Το  MATLAB®  δηλαδή 
είναι ένας αλληλεπιδραστικός διερµηνευτής εντολών (Interactive  command interpreter) 
και µε αυτή τη φιλοσοφία πρέπει να χρησιµοποιείται. Βέβαια πρόσφατες εκδόσεις του 
MATLAB® έχουν ενσωµατώσει το MATLAB Application Program Interface (M-API) που 
παρέχει τη δυνατότητα να κληθούν οι συναρτήσεις του από γλώσσες προγραµµατισµού όπως η 
C  και η FORTRAN , υπό µορφή κλήσεων DLL (Dynamic Link Library). 

3.1 Γραµµή εντολών και βασικές πράξεις 

3.1.1 Απλοί αριθµητικοί υπολογισµοί 

Με την ενεργοποίηση του περιβάλλοντος εµφανίζεται η γραµµή εντολών περιµένοντας τις 
εντολές µας: 
Using Toolbox Path Cache.  Type "help toolbox_path_cache" for more info. 

 To get started, select "MATLAB Help" from the Help menu. 

>> 

έστω ότι θέλουµε να ορίσουµε δύο µεταβλητές yx,  και το άθροισµα να το αποθηκεύσουµε στην 
µεταβλητή . Αυτό πραγµατοποιείται µε τις ακόλουθες εντολές. z
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>> x=2 

x = 

 

     2 

>> y=4 

y = 

     4 

>> z=x+y 

z = 

     6 

>> 

Με την εντολή whos  µπορούµε να δούµε το workspace  δηλαδή το χώρο που αποθηκεύονται 
οι µεταβλητές. Μπορούµε να δούµε ποιες µεταβλητές είναι αποθηκευµένες τον τύπο τους και το 
µέγεθος τους: 
>> whos 

  Name      Size                   Bytes  Class 

 

  x         1x1                        8  double array 

  y         1x1                        8  double array 

  z         1x1                        8  double array 

 

Grand total is 3 elements using 24 bytes 

>> 

Αυτό σηµαίνει ότι στο χώρο εργασίας έχουν αποθηκευτεί οι µεταβλητές x,y,z. Αν θέλουµε να 
εµφανίσουµε µια µεταβλητή π.χ. τη µεταβλητή y, γράφουµε y στη γραµµή εντολών και πιέζουµε 
enter . 
>> y 

y = 

     4 

>> 

3.1.2 υπολογισµοί µε διανύσµατα 

Ένα διάνυσµα, δηλαδή ένας µονοδιάστατος πίνακας µπορεί να οριστεί µε διάφορους τρόπους. Ο 
ποιο εύκολος είναι µε τη βοήθεια του τελεστή : που καθορίζει το βήµα µεταξύ της µέγιστης και 
της ελάχιστης τιµής. Έστω ότι θέλουµε να δηµιουργήσουµε ένα διάνυσµα από –1 έως 2 µε βήµα 
0.5 αυτό γίνεται µε την ακόλουθη εντολή: 
>> a=-1:0.5:2 

a = 

   -1.0000   -0.5000         0    0.5000    1.0000    1.5000    2.0000 

>> 

∆ιαφορετικά θα µπορούσαµε να δώσουµε τις τιµές σε αγκύλες διαχωρισµένες µεταξύ τους µε 
κενό: 
b=[-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2] 

b = 

   -1.0000   -0.5000         0    0.5000    1.0000    1.5000    2.0000 

>> 

µπορούµε να προσθέσουµε τα διανύσµατα και να πάρουµε το άθροισµα σε µια νέα µεταβλητή 
µε µια απλή πρόσθεση: 
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>> c=a+b 

c = 

    -2    -1     0     1     2     3     4 

>> 

µπορούµε να πάρουµε τον ανάστροφο ενός διανύσµατος µε τον τελεστή ΄ π.χ: 
>> can=c' 

can = 

    -2 

    -1 

     0 

     1 

     2 

     3 

     4 

>> 

Η ίδια διαδικασία σε C η άλλη γλώσσα προγραµµατισµού δεν είναι και τόσο απλή. Ένα άλλο 
σηµαντικό στοιχείο είναι η ευκολία µε την οποία µπορούµε να χειριστούµε υποπίνακες η 
υποδιανύσµατα. Έστω ότι θέλουµε να πάρουµε από το τρίτο µέχρι το πέµπτο στοιχείο του 
διανύσµατος a και να βρούµε το ανάστροφο του διανύσµατος που προκύπτει. Αυτό γίνεται 
επίσης σε µία εντολή ως εξής: 
>> e=a(3:1:5)' 

e = 

         0 

    0.5000 

    1.0000 

>> 

Προσέξτε τις παρενθέσεις αντί για τις αγκύλες. Το 3:1:5 σηµαίνει από το στοιχείο 3 µε βήµα 1 
έως το 5. Ο τόνος µας δίνει το ανάστροφο διάνυσµα του αποτελέσµατος. Έστω τώρα ότι 
θέλουµε να δούµε ποιες µεταβλητές έχουµε αποθηκεύσει κατά τα γνωστά whos 
>> whos 

  Name      Size                   Bytes  Class 

  a         1x7                       56  double array 

  b         1x7                       56  double array 

  c         1x7                       56  double array 

  can       7x1                       56  double array 

  e         3x1                       24  double array 

  x         1x1                        8  double array 

  y         1x1                        8  double array 

  z         1x1                        8  double array 

Grand total is 34 elements using 272 bytes 

>> 

Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να δούµε τα περιεχόµενα του διανύσµατος a. Γράφουµε: 
>> A 

??? Undefined function or variable 'A'. 

>> 

Γιατί? ∆ιότι το  MATLAB® είναι  case sensitive  και η µεταβλητή a είναι διαφορετική 
µεταβλητή από την A. 
Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να προσθέσουµε το a µε το e γράφουµε: 
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>> a+e 

??? Error using ==> + 

Matrix dimensions must agree. 

>> 

Γιατί? Είπαµε ότι το MATLAB® κάνει τα πάντα µε σεβασµό όµως στις µαθηµατικές 
παραδόσεις. Και επειδή υπάρχει µια τάση να αγνοούµε τα µαθηµατικά καλό είναι να 
εξοικειωθούµε µε το παραπάνω µήνυµα σφάλµατος γιατί θα το δούµε πολλές φορές.  
Και  κάτι  ακόµα : έστω ότι γράφουµε a=15. Τι θα συµβεί? Το a ήταν ένα διάνυσµα 1Χ7 τώρα 
θα διαγραφεί και στο a θα είναι πλέον αποθηκευµένος ο αριθµός 15. Προσοχή λοιπόν γιατί δεν 
θα υπάρξει προειδοποίηση. Την εντολή whos  καλό είναι να τη χρησιµοποιούµε συχνά για να 
βλέπουµε τι γίνεται (διαστάσεις διανυσµάτων, τύποι µεταβλητών κ.τ.λ.). Είναι εντελώς δωρεάν 
και πολύ χρήσιµη. 
Για δισδιάστατους πίνακες (matrixes) τα πράγµατα είναι ανάλογα: 
>> A=[1 2 3; 4 5 6 ; 7 8 9] 

A = 

     1     2     3 

     4     5     6 

     7     8     9 

>> 

Η διαφορετικά:  
>> B=[ [1 3 2]' [2 3 1]' [5 6 7]' ] 

B = 

     1     2     5 

     3     3     6 

     2     1     7 

>>   

οι γραµµές διαχωρίζονται µε «;» και τα στοιχεία κάθε γραµµής µε κενό όπως στα µονοδιάστατα 
διανύσµατα. Εύκολα µπορούµε να βρούµε τον ανάστροφο του πίνακα Α: 
>> B=A' 

B = 

     1     4     7 

     2     5     8 

     3     6     9 

>> 

Μπορούµε να πολλαπλασιάσουµε πίνακες µεταξύ τους, να βρούµε την ορίζουσα ενός πίνακα και 
τον αντίστροφο του: 
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>> B=A' 

B = 

     1     4     7 

     2     5     8 

     3     6     9 

>> C=A*B 

C = 

    13    11    38 

    31    29    92 

    49    47   146 

>> d=det(C) 

d = 

     0 

>> C=inv(A) 

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. 

         Results may be inaccurate. RCOND = 1.541976e-018. 

C = 

  1.0e+016 * 

   -0.4504    0.9007   -0.4504 

    0.9007   -1.8014    0.9007 

   -0.4504    0.9007   -0.4504 

>>  

Εδώ η ορίζουσα του πίνακα C είναι d=0 και εποµένως ο αντίστροφος δεν υπάρχει. Το 
MATLAB® υπολογίζει προσεγγιστικά τον αντίστροφο που φυσικά ο αλγόριθµος δεν συγκλίνει 
αφού ο αντίστροφος δεν υπάρχει και απαντά µε το µήνυµα: 
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. 

         Results may be inaccurate. RCOND = 1.541976e-018. 

Το αποτέλεσµα που δίνει δεν είναι ορθό και θα πρέπει να αγνοηθεί. Αν ο πίνακας έχει 
αντίστροφο π.χ. ο πίνακας Β τότε όλα είναι φυσιολογικά: 
>> det(B) 

ans = 

   -18 

>> inv(B) 

ans = 

   -0.8333    0.5000    0.1667 

    0.5000    0.1667   -0.5000 

    0.1667   -0.1667    0.1667 

>> 

Ένα στοιχείο του πίνακα B µπορεί να ληφθεί µε Β(i,j) π.χ: 
>> B(2,3) 

ans = 

     6 

>> 

και ένας υποπίνακας ως Β(from_row : step_row : to_row, from_col : step_col : to_col) π.χ. 
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>> B(1:2:3, 2:1:3) 

ans = 

     2     5 

     1     7 

>>     

Εδώ µπορούµε να παρατηρήσουµε και κάτι ακόµα: Αν δεν αποθηκεύσουµε κάποιο αποτέλεσµα 
σε µια δικιά µας µεταβλητή το MATLAB® αποθηκεύει το αποτέλεσµα σε µια µεταβλητή µε το 
όνοµα ans  η οποία κρατάει πάντα το τελευταίο ορφανό  αποτέλεσµα. Αν θέλουµε να 
διαγράψουµε όλες τις µεταβλητές από το χώρο εργασίας χρησιµοποιούµε την εντολή clear . 
Προσοχή όµως µετά τη χρήση της εντολής clear  οι µεταβλητές και τα δεδοµένα δεν είναι πλέον 
διαθέσιµα αυτό φαίνεται και µε την whos   που δεν µας επιστρέφει πλέον τίποτα: 
>> clear 

>> whos 

>> 

3.2 Γραφικές παραστάσεις 

3.2.1 γραφικά στις δύο διαστάσεις 

Το MATLAB® δίνει την ευκολία εύκολων γραφικών παραστάσεων των δεδοµένων. Έστω ότι 
θέλουµε να δηµιουργήσουµε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης ]1,1[)5sin( −∈= xxy . 

Πρώτα δηµιουργούµε τις τιµές του   έπειτα υπολογίζουµε τις αντίστοιχες τιµές x y  βάση της 
προηγούµενης σχέσης και στη συνέχεια απεικονίζουµε τα δεδοµένα µε την εντολή plot .  
>> x=-1:0.1:1; 

>> y=sin(5*x); 

>> whos 

  Name      Size                   Bytes  Class 

 

  x         1x21                     168  double array 

  y         1x21                     168  double array 

Grand total is 42 elements using 336 bytes 

>> plot(x,y) 

>> 

Εδώ το whos  δεν είναι απαραίτητο απλώς τέθηκε για να δούµε τα αποτελέσµατα των δύο 
εντολών. Γιατί δεν εµφανίστηκαν στην οθόνη? ∆ιότι στο τέλος κάθε εντολής τέθηκε το «;». Ο 
τελεστής αυτός όταν µπαίνει στο τέλος µιας εντολής αποτρέπει την εµφάνιση των 
αποτελεσµάτων της εντολής, στην οθόνη. Είναι πολύ χρήσιµος σε περιπτώσεις που έχουµε 
µεγάλα αποτελέσµατα. Φυσικά το αποτέλεσµα δηµιουργείται κανονικά όπως φαίνεται και µε τη 
whos . Το αποτέλεσµα του plot φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 



 30

 
Εικόνα 3-1:Γραφική παράσταση µε το MATLAB®   

Με την εντολή help plot  µπορούµε να δούµε τις παραµέτρους και τη σύνταξη της και 
επιµέρους πληροφορίες που αφορούν την εντολή. 
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>> help plot 

 PLOT   Linear plot.  

    PLOT(X,Y) plots vector Y versus vector X. If X or Y is a matrix, 

    then the vector is plotted versus the rows or columns of the matrix, 

    whichever line up.  If X is a scalar and Y is a vector, length(Y) 

    disconnected points are plotted. 

     PLOT(Y) plots the columns of Y versus their index. 

    If Y is complex, PLOT(Y) is equivalent to PLOT(real(Y),imag(Y)). 

    In all other uses of PLOT, the imaginary part is ignored. 

     Various line types, plot symbols and colors may be obtained with 

    PLOT(X,Y,S) where S is a character string made from one element 

    from any or all the following 3 columns: 

            b     blue          .     point              -     solid 

           g     green         o     circle             :     dotted 

           r     red           x     x-mark             -.    dashdot  

           c     cyan          +     plus               --    dashed    

           m     magenta       *     star 

           y     yellow        s     square 

           k     black         d     diamond 

                               v     triangle (down) 

                               ^     triangle (up) 

                               <     triangle (left) 

                               >     triangle (right) 

                               p     pentagram 

                               h     hexagram 

    For example, PLOT(X,Y,'c+:') plots a cyan dotted line with a plus  

    at each data point; PLOT(X,Y,'bd') plots blue diamond at each data  

    point but does not draw any line. 

    PLOT(X1,Y1,S1,X2,Y2,S2,X3,Y3,S3,...) combines the plots defined by 

    the (X,Y,S) triples, where the X's and Y's are vectors or matrices  

    and the S's are strings.   

    For example, PLOT(X,Y,'y-',X,Y,'go') plots the data twice, with a 

    solid yellow line interpolating green circles at the data points. 

    The PLOT command, if no color is specified, makes automatic use of 

    the colors specified by the axes ColorOrder property.  The default 

    ColorOrder is listed in the table above for color systems where the 

    default is blue for one line, and for multiple lines, to cycle 

    through the first six colors in the table.  For monochrome systems, 

    PLOT cycles over the axes LineStyleOrder property. 

    PLOT returns a column vector of handles to LINE objects, one 

    handle per line.  

    The X,Y pairs, or X,Y,S triples, can be followed by  

    parameter/value pairs to specify additional properties  

    of the lines. 

    See also SEMILOGX, SEMILOGY, LOGLOG, PLOTYY, GRID, CLF, CLC, TITLE, 

    XLABEL, YLABEL, AXIS, AXES, HOLD, COLORDEF, LEGEND, SUBPLOT, STEM. 

>> 

Το ίδιο συµβαίνει µε όλες τις εντολές που χρησιµοποιούµε. Π.χ. help inv  µας δίνει 
πληροφορίες για την εντολή που υπολογίζει τον αντίστροφο ενός πίνακα. Ο αναγνώστης 
καλείται να πειραµατιστεί µε τις επιµέρους παραµέτρους της plot να θέσει ετικέτες στους άξονες 
και να αλλάξει χρώµα- στυλ στη γραφική παράσταση. 
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3.2.2 Γραφικές παραστάσεις στις τρεις διαστάσεις 

Το MATLAB® παρέχει τη δυνατότητα τρισδιάστατων γραφικών παραστάσεων που 
απεικονίζουν επιφάνειες. Η απεικόνιση τρισδιάστατων παραστάσεων είναι εννοιολογικά 
περισσότερο περίπλοκη από αυτήν στις δύο διαστάσεις και απαιτεί γνώσεις γραφικών Η/Υ 
(computer graphics) που αφορούν στο χώρο παρατήρησης σε φωτορεαλλισµό (rendering) κ.τ.λ. 
Απλές γραφικές παραστάσεις γραµµών στο χώρο είναι δυνατό να πραγµατοποιηθούν µε χρήση 
της εντολής plot3(), που είναι η αντίστοιχη της plot στις δύο διαστάσεις. Η παράσταση µιας 
έλικας στις τρείς διαστάσεις µπορεί να γίνει µε τον ακόλουθο κώδικα: 
>>  t = 0:pi/50:10*pi; 

        plot3(sin(t),cos(t),t); 

 >>    

το αποτέλεσµα απεικονίζεται στην Εικόνα 3-2. 

 
Εικόνα 3-2:Γραφική παράσταση έλικας στις τρεις διαστάσεις 

Η απεικόνιση περισσότερο πολύπλοκων επιφανειών είναι ποιο σύνθετη και έξω από το στόχο 
των σηµειώσεων. Ο αναγνώστης που επιθυµεί περισσότερα σχετικά µε την απεικόνιση στις τρεις 
διαστάσεις µπορεί να συµβουλευτεί το εγχειρίδιο του MATLAB®  και βιβλιογραφία σχετικά µε 
γραφικά Η/Υ για τις βασικές έννοιες. 

3.3 Εντολές ελέγχου της ροής του προγράµµατος 
Το MATLAB® µας δίνει τη δυνατότητα να γράψουµε δοµηµένο κώδικα ελέγχοντας τη ροή του 
προγράµµατος µε εντολές if-else και βρόγχους επανάληψης for, while κ.τ.λ. 
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3.3.1 Η εντολή ελέγχου for 
>> for i = 1:2:10, 

i^2 

end 

ans = 

     1 

ans = 

     9 

ans = 

    25 

ans = 

    49 

ans = 

    81 

>> 

Παραπάνω εµφανίζεται ένα παράδειγµα σύνταξης της εντολής for η σύνταξη είναι  
for µεταβλητήεπαναληψης=from_value:step:to_value 

command-1 

command-2 

. 

. 

. 

command-n 

end 

Η µεταβλητή επανάληψης έχει αρχικά την τιµή from_value την οποία σε κάθε επανάληψη 
αυξάνει κατά step. Σε κάθε επανάληψη εκτελούνται οι εντολές που υπάρχουν µέχρι το end. Οι 
επαναλήψεις συνεχίζονται µέχρι η τιµή της µεταβλητής επανάληψης να γίνει to_value. 
Μπορούµε να έχουµε και for µέσα σε for όπως γνωρίζουµε και από τις γλώσσες 
προγραµµατισµού κάποια δηλαδή από τις εντολές command-ι. µπορεί να είναι ένα block 
εντολών αντί για µια απλή εντολή. 

3.3.2 Η εντολή while 

Κατά παρόµοιο τρόπο έχουµε και την εντολή while. Όπου οι εντολές που βρίσκονται µεταξύ της 
συνθήκης και του end εκτελούνται µέχρι η συνθήκη ελέγχου να γίνει ψευδής. Υπενθυµίζεται ότι 
πρέπει να προσέχουµε ώστε η συνθήκη να αλλάζει από το σώµα της while και κάποτε να γίνει 
ψευδής διαφορετικά το πρόγραµµα θα εγκλωβιστεί σε ένα ατέρµονο βρόγχο.     
while sinthiki 

command-1 

command-2 

. 

. 

. 

command-n 

end 

3.3.3 Η εντολή switch 

H σύνταξη της έχει ως ακολούθως 
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  switch switch_expr 

          case case_expr,  

            statement, ..., statement 

          case {case_expr1, case_expr2, case_expr3,...} 

            statement, ..., statement 

         ... 

          otherwise,  

            statement, ..., statement 

        END 

3.3.4 Η εντολή ελέγχου if και else-if 

Η εντολή ελέγχου if 
Example 

       if I == J 

         A(I,J) = 2; 

       elseif abs(I-J) == 1 

         A(I,J) = -1; 

       else 

         A(I,J) = 0; 

       end 

3.4 Υπολογισµοί µε σύµβολα (symbolic toolbox) 
Το MATLAB® µας δίνει τη δυνατότητα να επιτελούµε υπολογισµούς µε σύµβολα αντί για 
αριθµούς. Π.χ έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε το αόριστο ολοκλήρωµα της συνάρτησης 

4

1( )
1

=
+

f x
x

 . θα πρέπει να γράψουµε τον ακόλουθο κώδικα. 
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>> x=sym('x') %∆ηλώνουµε το χ ως µεταβλητή σύµβολο. 

  

x = 

  

x 

  

>> int(1/(1+x^4)) %υπολογίζει το αόριστο ολοκλήρωµα. 

  

ans = 

  

1/8*2^(1/2)*log((x^2+x*2^(1/2)+1)/(x^2-
x*2^(1/2)+1))+1/4*2^(1/2)*atan(x*2^(1/2)+1)+1/4*2^(1/2)*atan(x*2^(1/2)-1) 

  

>> pretty(ans) %εµφανίζει τα αποτελέσµατα σε ‘κοµψή µορφή’ 

  

                2      1/2 

       1/2     x  + x 2    + 1         1/2         1/2 

  1/8 2    log(---------------) + 1/4 2    atan(x 2    + 1) 

                2      1/2 

               x  - x 2    + 1 

 

                1/2         1/2 

         + 1/4 2    atan(x 2    - 1) 

>> 

όµοια αν θέλουµε την παράγωγο θα πρέπει να γράψουµε : 
>> diff(1/(1+x^4)) 

 ans = 

 -4/(1+x^4)^2*x^3 

 >> pretty(ans) 

                                         3 

                                       x 

                                 -4 --------- 

                                          4 2 

                                    (1 + x ) 

>> 

µε την εντολή help symbolic  και τη βοήθεια του πακέτου µπορούν να βρεθούν περισσότερες 
λεπτοµέρειες για τις δεκάδες εντολών συµβολικών υπολογισµών. 

3.5 Η ασαφής Εργαλειοθήκη (fuzzy toolbox) 
Εκτός από τη µεγάλη ευκολία που µας παρέχει σχετικά µε επεξεργασία και απεικόνιση 
δεδοµένων το MATLAB®   είναι εφοδιασµένο και µε ένα σύνολο από εργαλειοθήκες 
(toolboxes) που είναι ολοκληρωµένα περιβάλλοντα και βιβλιοθήκες που µας δίνουν τεράστια 
ευκολία σχεδιασµού και ανάλυσης σε εξειδικευµένα πεδία της επιστήµης. Στις σηµειώσεις αυτές 
θα ασχοληθούµε µε την εργαλειοθήκη ασαφούς λογικής (fuzzy toolbox) που µας δίνει τη 
δυνατότητα σχεδιασµού ασαφών συστηµάτων. Η εργαλειοθήκη της ασαφούς λογικής 
ενεργοποιείται µε την εντολή: 
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>> fuzzy 

>> 

Το  MATLAB® ανταποκρίνεται ενεργοποιώντας τον συντάκτη συστηµάτων ασαφούς 
συµπερασµού (FIS Fuzzy Inference System Editor) όπως απεικονίζεται στην Εικόνα 3-3, 
ο οποίος µας επιτρέπει να σχεδιάσουµε πλήρως ένα ασαφές σύστηµα. Ο προκαθορισµένος τύπος 
ασαφούς συστήµατος είναι ο τύπος mamdani (δες §2.2 σελ.10.). µπορούµε όµως να 
καθορίσουµε και ασαφές σύστηµα τύπου TSK, από το menu\file\new fis . 

 
Εικόνα 3-3: Ο συντάκτης ασαφούς συµπερασµού FIS. 

Καθορίζοντας ένα νέο ασαφές σύστηµα µπορούµε να καθορίσουµε τον αριθµό και το εύρος των 
µεταβλητών εισόδου το διαµερισµό τους, τον τύπο του ασαφούς συµπερασµού τους ασαφείς 
κανόνες και γενικά όλα τα βήµατα σχεδιασµού που περιγράφονται στην §2.2. (δες και Άσκηση 
4.2 σελ. 39 ). 
 

3.5.1 To διάγραµµα 

Το διάγραµµα  (Εικ. 3-3) δείχνει τις εισόδους, εξόδους και ένα κεντρικό επεξεργαστή ασαφών 
κανόνων. Εάν επιλέξουµε µε το ποντίκι ένα από τα κουτιά µεταβλητές, τότε αυτό θα γίνει η 
τρέχουσα µεταβλητή. Το κουτί θα πρέπει να τονιστεί µε κόκκινο χρώµα. ∆ιπλή επιλογή µε το 
ποντίκι (double-click) σε κάποια από τις µεταβλητές θα πρέπει να εµφανίσει το παράθυρο του 
συντάκτη συναρτήσεων συµµετοχής (Membership Function Editor). ∆ιπλή επιλογή µε το 
ποντίκι (double-click) στον επεξεργαστή ασαφών κανόνων θα εµφανίσει τον συντάκτη κανόνων 
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(Rule Editor). Εάν µία µεταβλητή υπάρχει αλλά δεν αναφέρεται στη βάση κανόνων, τότε 
συνδέεται µε τον επεξεργαστή κανόνων µε διακεκοµµένη  γραµµή.  

3.5.2 Επιλογές του Menu 

Οι επιλογές της µπάρας εργαλείων του συντάκτη συστηµάτων ασαφούς συµπερασµού (FIS 
Editor) µας επιτρέπυν να ανοίξουµε σχετικά GUI εργαλεία, να ανοίξουµε και να αποθηκεύσουµε 
συστήµατα κλπ. 

• Κάτω από το File επιλέξτε 

New Mamdani FIS... για να ανοίξουµε ένα νέο σύστηµα Mamdani-style χωρίς 
µεταβλητές και χωρίς κανόνες, το οποίο ονοµάζεται Untitled. 

New Sugeno FIS... για να ανοίξουµε ένα νέο σύστηµα Sugeno-style χωρίς µεταβλητές 
και χωρίς κανόνες, το οποίο ονοµάζεται Untitled. 

Open from disk... για να ανοίξουµε ένα σύστηµα από ένα συγκεκριµένο .fis αρχείο του 
δίσκου. 

Save to disk για να αποθηκεύσουµε το τρέχον σύστηµα σε ένα .fis αρχείο στο δίσκο. 

Save to disk as... για να αποθηκεύσουµε το τρέχον σύστηµα στο δίσκο µε την 
δυνατότητα να το µετονοµάσετε ή να του αλλάξετε θέση. 

Open from workspace... για να ανοίξουµε ένα σύστηµα από µία συγκεκριµένη 
µεταβλητή (FIS δοµή) του χώρου εργασίας (workspace). 

Save to workspace... για να αποθηκεύσουµε το σύστηµα στην τρέχουσα µεταβλητή (FIS 
δοµή) του χώρου εργασίας (workspace). 

Save to workspace as... για να αποθηκεύσουµε το σύστηµα σε µία συγκεκριµένη 
µεταβλητή (FIS δοµή) του χώρου εργασίας (workspace). 

Close window για να κλείσουµε το παράθυρο. 

• Κάτω από το Edit επιλέξτε 

Add input για να προσθέσουµε µία ακόµη είσοδο στο σύστηµα. 

Add output για να προσθέσουµε µία ακόµη έξοδο στο σύστηµα. 

Remove variable για να διαγράψουµε µία συγκεκριµένη µεταβλητή. 

Undo για να µαταιώσουµε την πιο πρόσφατη µεταβολή. 

• Κάτω από το View επιλέξτε 

Edit MFs... για να καλέσουµε τον συντάκτη συναρτήσεων συµµετοχής (Membership 
Function Editor). 

Edit rules... για να καλέσουµε τον συντάκτη κανόνων (Rule Editor). 

Edit anfis... για να καλέσουµε τον συντάκτη ANFIS (ANFIS Editor) για συστήµατα 
Sugeno µε µία µόνο έξοδο. 
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View rules... για να καλέσουµε την επισκόπηση των κανόνων (Rule Viewer). 

View surface... για να καλέσουµε την επισκόπηση  επιφανειών (Surface Viewer). 

3.5.3 Επιλογές Μεθόδων Συνεπαγωγής 

Το MATLAB® παρέχει πέντε pop-up menus για αλλάξουµε την λειτουργία των πέντε βασικών 
βηµάτων στην διαδικασία ασαφούς συνεπαγωγής (fuzzy implication process) 

• And method: Επιλέγουµε min, prod, ή Custom  για µία µέθοδο σύµφωνα µε τις οδηγίες 
µας. 

• Or method: Επιλέγουµε max, probor (probabilistic or), or Custom για µία µέθοδο σύµφωνα 
µε τις οδηγίες µας. 

• Implication method: Επιλέγουµε min, prod, or Custom για µία µέθοδο σύµφωνα µε τις 
οδηγίες µας. Αυτή η επιλογή δεν είναι διαθέσιµη για ασαφή συνεπαγωγή τύπου Sugeno. 

• Aggregation method: Επιλέγουµε max, sum, probor, or Custom για µία µέθοδο σύµφωνα µε 
τις οδηγίες µας. Αυτή η επιλογή δεν είναι διαθέσιµη για ασαφή συνεπαγωγή τύπου 
Sugeno. 

• Defuzzification method: Για συνεπαγωγή τύπου Mamdani, επιλέγουµε centroid, 
bisector, mom (middle of maximum), som (smallest of maximum), lom (largest of 
maximum), or Custom  για µία µέθοδο σύµφωνα µε τις οδηγίες µας. Για συνεπαγωγή 
τύπου Sugeno, επιλέγουµε µεταξύ wtaver (weighted average) ή wtsum (weighted sum). 
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4 Εργαστηριακές Ασκήσεις 
Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται διάφορες ασκήσεις, τις οποίες ο αναγνώστης καλείται να 
φέρει σε πέρας προκειµένου να εξοικειωθεί και να αποσαφηνίσει τις  βασικές έννοιες της 
ασαφούς λογικής. 

4.1 Γνωριµία µε το περιβάλλον προγραµµατισµού 
MATLAB®  

4.1.1 Επίλυση συστήµατος εξισώσεων 

 Να επιλυθεί το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων της (4.18) µε χρήση του προγράµµατος 
MATLAB®. 

5 2 3 4 7
2 6 1 9 1
6 3 1 5 5
2 4 7 9 3

x y z w
x y z w
x y z w
x y z w

+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

1
  (4.18) 

4.1.2 ∆ιαχείριση αρχείων 

Να δηµιουργηθεί ένα αρχείο δεδοµένων το οποίο να αποτελείται από 4 στήλες και 300 γραµµές.  
Κάθε γραµµή αποτελείται από τέσσερα στοιχεία της µορφής Πίνακας 4-1. 

Α/Α 
1x  2x  3x  y  

1 0.1 1.2 2.7 3.1 
. 
. 
. 

300 

. 

. 

. 
1.1 

. 

. 

. 
2.7 

. 

. 

. 
1.8 

. 

. 

. 
4.2 

Πίνακας 4-1 

Κάθε είναι ένας τυχαίος πραγµατικός αριθµός στο διάστηµα [0,3] και η έξοδος 

δίνεται από τη σχέση: 

| 1, 2,3ix i =

y
1.5 2

1 1 2[ sin(5 )] 3cos( ) 5y x x x x−= + + + 3        4.19 

Στη συνέχεια να αποθηκευτούν σε ένα αρχείο µε όνοµα data.dat . Το αρχείο να ανοιχτεί µε το 
notepad  και να επιβεβαιωθεί η ορθότητα του. 
Ακολούθως  να διαβαστεί το αρχείο από το MATLAB® και για κάθε στήλη να υπολογιστεί η 
µέση τιµή η τυπική απόκλιση η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή. 
Τέλος  να γίνει η γραφική παράσταση υπό µορφή scatter plot κάθε στήλης (άξονας χ) σε σχέση 
µε την στήλη y. Οι τρείς γραφικές παραστάσεις να γίνουν σε ξεχωριστά διαγράµµατα τα οποία 
όµως να φαίνονται ταυτόχρονα. 

4.2 Σχεδιασµός Ασαφούς συστήµατος µε FIS. 
Ορισµένες εξελιγµένες µάρκες αυτοκινήτων είναι εφοδιασµένες µε το λεγόµενο σύστηµα 
αυτόµατου πιλότου το οποίο ρυθµίζει την επιτάχυνση του αυτοκινήτου ανάλογα µε την κλίση του 
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εδάφους [-40,40]% και το φορτίο του οχήµατος [1000-1500]kg,  ώστε η ταχύτητα του να 
διατηρείται σταθερή. Η επιτάχυνση του αυτοκινήτου λαµβάνει κανονικοποιηµένες τιµές στο 
εύρος [-1,1]. Αρνητικές τιµές έχουν την έννοια της επιβράδυνσης ενώ θετικές τιµές την έννοια 
της επιτάχυνσης του αυτοκινήτου. Ενδεικτικές τιµές αναφέρονται στον παρακάτω πίνακα:  

Κλίση εδάφους  
[-40,40]% 

Βάρος Αυτοκινήτου 
 [1000-1500] kg 

Επιτάχυνση 
 [-1,1] 

-20 1100 -0.7 
0 1200 0.1 
10 1500 0.9 
20 1200 0.7 
30 1500 1.0 
-15 1000 -0.5 

 Πίνακας 4-2: Αυτόµατος Πιλότος. 

Με βάση τις παραπάνω ενδεικτικές τιµές να σχεδιαστεί ασαφής ελεγκτής τύπου Mamdani, ο 
οποίος να ρυθµίζει την επιτάχυνση του αυτοκινήτου, µε σφάλµα 5%. Ο σχεδιασµός του 
συστήµατος να γίνει  ακολουθώντας τη µεθοδολογία που δόθηκε στην §2.2   σελ. 10.  

4.3 Κατάταξη δειγµάτων σε κατηγορίες Classification.  
Σε ένα εργοστάσιο επεξεργασίας φρούτων χρησιµοποιείται ένας ασαφής εκλεκτής για την 
διαλογή των φρούτων σε ποιότητες. Η ποιότητα κάθε φρούτου καθορίζεται από το βάρος και την 
σκληρότητα του. Θεωρούµε ότι   το βάρος των φρούτων κυµαίνεται από [10-100 γρ] και η 
σκληρότητα σε µια κλίµακα από [10-100]% ως προς την ιδανική σκληρότητα.  Το αποτέλεσµα 
του ελεγκτή είναι η αυτόµατη κατηγοριοποίηση των φρούτων σε τρεις κατηγορίες 0- (κακή 
ποιότητα), έως 10 -(Άριστη Ποιότητα), σύµφωνα µε τις παρακάτω προδιαγραφές:  

Βάρος  
[10-100] 

Σκληρότητα 
 [10-100] 

Ποιότητα 
 [0-10] 

20 20 2 
30 25 5 
80 40 8 
90 45 9 

100 100 1 
10 10 0 

 Πίνακας 4-3: Κατάταξη ∆ειγµάτων σε Κατηγορίες 

Να σχεδιαστεί ασαφής ελεγκτής ο οποίος να αποφασίζει για την θερµοκρασία του ξηραντήριου 
µε σφάλµα στις παραπάνω ενδεικτικές µετρήσεις µικρότερο του 3%. Ο σχεδιασµός του 
συστήµατος να γίνει µε τη µεθοδολογία που δόθηκε στην § 2.3 σελ. 16. 

4.4 Αναγνώριση µη γραµµικού συστήµατος µε Νευρο-Ασαφή 
συστήµατα 

∆ίνεται ένα µη γραµµικό σύστηµα δύο εισόδων και µιας εξόδου το οποίο περιγράφεται από τη 
µη γραµµική εξίσωση: 

)31( 2
2

5.1
1 xxy ++= −           (4.20) 

Κάθε είναι ένας τυχαίος πραγµατικός αριθµός στο διάστηµα [1,5] | 1, 2,3ix i =
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Nα σχεδιαστεί ασαφές σύστηµα τύπου α) T-S-K, β) mamdani γ) crisp output, το οποίο να 
αναγνωρίζει το σύστηµα µε όσο το δυνατό µικρότερο σφάλµα. Για το σύστηµα τύπου Τα-S-K 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί το ANFIS της ασαφούς εργαλειοθήκης του MATLAB®. 

4.5 Κατάταξη δειγµάτων σε κατηγορίες µε Νευρο-Ασαφή 
συστήµατα 

Μια οικογένεια κρίνων (IRIS)  διαχωρίζεται σε τρεις κατηγορίες ανάλογα µε το µήκος των 
πετάλων το µήκος των σέπαλων το πλάτος των πέταλων και το πλάτος των σέπαλων. Για την 
αυτόµατη κατάταξη των κρίνων συλλέγονται µετρήσεις  150 µετρήσεις στη µορφή: 

A/A Sepal-lenght Petal-length Sepal-width Petal-width Category 
1 5 3.5 1.3 0.3 1 
2 5.6 3 4.1 1.3 2 
. 
. 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 
150 6.8 3.2 5.9 2.3 3 

Πίνακας 4-4: Μορφή δειγµάτων εισόδου εξόδου για το IRIS  

Να σχεδιαστεί και να εκπαιδευτεί ένα ασαφές µοντέλο τύπου TSK το οποίο να λειτουργεί ως 
ταξινοµητής classifier . Τα πρώτα 75 δείγµατα να χρησιµοποιηθούν για την εκπαίδευση του 
ταξινοµητή και τα υπόλοιπα 75 για τον έλεγχο της ικανότητας ταξινόµησης του. 
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